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Kapitel 1
Einleitung
Bei der Fußballweltmeisterschaft 

 in Japan und Su¨dkorea tre-
ten die Mannschaften Deutschlands, Kameruns, Irlands und Saudi-
Arabiens in einer Gruppe paarweise gegeneinander an. Dabei sollen
die Spieltage so gewa¨hlt werden, dass keine Mannschaft zwei Wett-
ka¨mpfe am gleichen Tag bestreiten muss. Wieviele Tage braucht man
mindestens, um alle Spiele durchzufu¨hren?
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Abbildung 1.1: Vollsta¨ndiger Graph fu¨r ein Turnier mit vier Mannschaften.
Dies ist ein typisches Beispiel fu¨r eine Fragestellung, die sich mit Hilfe von Kan-
tenfa¨rbungen lo¨sen la¨sst. Stellt man wie in Abbildung 1.1 die antretenden Mann-
schaften durch Knoten dar, von denen je zwei genau dann durch eine Kante verbun-
den werden, wenn die entsprechenden Mannschaften gegeneinander spielen sollen,
so erha¨lt man einen Graph, dessen Kanten gerade den stattfindenden Wettka¨mpfen
entsprechen. Im Beispiel tritt jede Mannschaft gegen jede andere Mannschaft an,
so dass ein vollsta¨ndiger Graph entsteht. Ordnet man nun den Kanten des Graphen
eine minimale Anzahl von Farben so zu, dass benachbarte Kanten unterschiedliche
Farben erhalten, so entspricht jede Farbe einem Spieltag und die Anzahl beno¨tigter
Farben liefert die Antwort auf obige Frage.
1
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Verschiedene Arten der Kantenfa¨rbung sind ein Thema dieser Arbeit. In Abschnitt
2.1.1 werden Eigenschaften des chromatischen Index    	 — der kleinstmo¨gli-
chen Farbenanzahl fu¨r die zula¨ssige Kantenfa¨rbung eines Graphen  — vorge-
stellt; der wichtigste Satz hierbei ist der Satz 2.3 von Vizing, der besagt, dass jeder
Graph  eine ﬀﬁ	ﬃﬂ ! -Kantenfa¨rbung besitzt. Dabei bezeichnet ﬁ	 den
Maximalgrad des Graphen, also die maximale Anzahl von Kanten, die zu einem
Knoten von  inzidieren. Da der chromatische Index eines Graphen  offensicht-
lich immer mindestens gleich seinem Maximalgrad ist, ergibt sich mit dem Satz
von Vizing eine Einteilung aller Graphen anhand ihres chromatischen Index in nur
zwei Klassen: die Graphen der Klasse  , die mit  Farben kantenfa¨rbbar sind, und
jene der Klasse 
 , fu¨r die "ﬂ# Farben beno¨tigt werden. Ergebnisse zur Klassi-
fizierung von Graphen — also zur Bestimmung des chromatischen Index — sind
in Abschnitt 2.1.2 angegeben. Im Beispiel zur WM 

 ist nach Satz 2.5 eine
$
-Kantenfa¨rbung mo¨glich; ein entsprechender optimaler Spielplan ergibt sich aus
Abbildung 1.2.
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1. Tag: CMR - GER und IRL - KSA
2. Tag: CMR - IRL und GER - KSA
3. Tag: CMR - KSA und GER - IRL
Abbildung 1.2: Turnier in $ Tagen.
Wie in Abschnitt 2.1.2 dargestellt wird, la¨sst sich zeigen, dass es verha¨ltnisma¨ßig
wenige Graphen der Klasse 
 gibt. Fu¨r die Charakterisierung dieser Klasse- 
 -
Graphen ist die Definition so genannter kritischer Graphen der Kantenfa¨rbung
hilfreich: Ein Klasse- 
 -Graph heißt kritisch, wenn sich sein chromatischer Index
durch Entfernen einer beliebigen Kante verringert. Da man zeigen kann, dass jeder
Klasse- 
 -Graph einen kritischen Graph mit gleichem Maximalgrad als Teilgraph
entha¨lt (Satz 3.1), ist es ha¨ufig sinnvoll, Klasse- 
 -Graphen anhand ihrer kritischen
Teilgraphen zu untersuchen. Eine besondere Rolle unter den kritischen Graphen
spielen planare kritische Graphen: Nachdem sich die so genannte Critical Graph
Conjecture, die besagt, dass jeder kritische Graph ungerader Ordnung ist, als falsch
erwiesen hatte — der kleinste heute bekannte kritische Graph gerader Ordnung hat
% Knoten —, wurde sie zur Weak Critical Graph Conjecture (Vermutung 3.1)
abgeschwa¨cht. Nach dieser Vermutung gibt es keine planaren kritischen Graphen
gerader Ordnung, und tatsa¨chlich sind alle bisher bekannten kritischen Graphen
gerader Ordnung nicht planar. In Kapitel 3 der vorliegenden Arbeit wird die Struk-
tur kleiner planarer kritischer Graphen untersucht; die Ergebnisse sind zudem die
Grundlage des in Abschnitt 3.3 beschriebenen Algorithmus, mit dessen Hilfe al-
le planaren kritischen Graphen mit bis zu  
 Knoten konstruiert und dargestellt
2
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wurden (Abbildungen 3.9 bis 3.15).
Will man im obigen Beispiel des Fußballwettkampfes zusa¨tzlich jeder Mannschaft
einen Trainingstag in einem gemeinsamen Trainingslager einra¨umen, jedoch aus
Sicherheitsgru¨nden voraussetzen, dass keine zwei Mannschaften, die gegeneinan-
der antreten, am gleichen Tag trainieren, so ergibt sich eine neue Fragestellung,
die man mit Methoden der so genannten Totalfa¨rbung lo¨sen kann. Hier werden im
Graph aus Abbildung 1.1 nicht nur die Kanten, sondern auch die Knoten gefa¨rbt,
und es sollen sowohl benachbarte Kanten als auch benachbarte Knoten und zuein-
ander inzidente Knoten und Kanten unterschiedliche Farben erhalten. Die Farbe
eines Knotens entspricht so gerade dem Trainingstag der zugeho¨rigen Mannschaft.
Minimiert man die Anzahl verwendeter Farben, so erha¨lt man die totalchroma-
tische Zahl  & 	 des Graphen  und damit die Antwort auf diese vera¨nderte
Fragestellung. Totalfa¨rbungen und Variationen der Totalfa¨rbung sind das zweite
Thema dieser Arbeit. Im Beispiel zur Fußball-Weltmeisterschaft braucht man nach
Satz 2.29 mindestens ' Farben fu¨r eine Totalfa¨rbung; Abbildung 1.3 zeigt eine
mo¨gliche ' -Totalfa¨rbung des Graphen und den daraus resultierenden Spiel- und
Trainingsplan.
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1. Tag: IRL - KSA und CMR Training
2. Tag: CMR - KSA und GER Training
3. Tag: GER - IRL und KSA Training
4. Tag: CMR - GER und IRL Training
5. Tag: CMR - IRL und GER - KSA
Abbildung 1.3: Turnier mit Trainingstagen in ' Tagen.
Die Totalfa¨rbung von Graphen wird in Abschnitt 2.2 behandelt. Im Gegensatz zur
Kantenfa¨rbung ist kein dem Satz von Vizing a¨quivalentes Ergebnis allgemein be-
wiesen; es wird jedoch vermutet, dass auch die totalchromatische Zahl in Abha¨n-
gigkeit vom Maximalgrad  eines Graphen immer nur einen von zwei Werten
annimmt, na¨mlich )ﬂ* oder )ﬂ 
 . Ergebnisse zu dieser so genannten totalchro-
matischen Vermutung (Vermutung 2.3) sind in Abschnitt 2.2.2 zusammengestellt.
Abschnitt 2.2.3 schließlich entha¨lt eine ¨Ubersicht u¨ber Graphen und Graphenklas-
sen, fu¨r die die totalchromatische Zahl bereits bekannt ist. Mit Satz 2.44 wird in
dieser Arbeit die totalchromatische Zahl aller zirkulanten Graphen mit Maximal-
grad ,+ $ bestimmt.
Nicht fu¨r alle Anwendungsprobleme, die man mit den bisher beschriebenen Me-
thoden der Graphenfa¨rbung behandeln kann, ergibt sich jedoch durch geeignete
Fa¨rbung eine optimale Lo¨sung. Die in Kapitel 4 betrachteten Kreisfa¨rbungen von
Graphen bilden eine Verallgemeinerung der klassischen Fa¨rbung, die in manchen
Fa¨llen ein gu¨nstigeres Ergebnis liefert. Dazu sei die folgende Problemstellung ge-
3
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geben: Fu¨r die in Abbildung 1.4 dargestellte Straßenkreuzung soll eine Ampel-
schaltung entwickelt werden, deren Gesamtdauer — also die Dauer eines ku¨rzesten
Zeitintervalls, wa¨hrend dessen fu¨r jede Fahrtrichtung mindestens einmal gru¨nes
Licht gegeben wird — minimal ist. Dabei du¨rfen Verkehrsteilnehmende aus sich
u¨berkreuzenden Fahrtrichtungen selbstversta¨ndlich nicht zur gleichen Zeit gru¨nes
Licht erhalten, und jede Gru¨nphase hat die Einheitsdauer von einer Minute.
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Abbildung 1.4: Straßenkreuzung mit 3 Richtungsmo¨glichkeiten.
Intuitiv wird man dieses Problem wieder mit Fa¨rbungen lo¨sen wollen. Versteht
man die sieben Fahrtrichtungen
.
444!5 als Knoten eines Graphen, von denen
je zwei genau dann durch eine Kante verbunden werden, wenn die dazugeho¨rigen
Richtungen sich u¨berkreuzen, so gibt eine Fa¨rbung der Knoten des Graphen eine
mo¨gliche Verteilung der Gru¨nphasen an. In Abbildung 1.5 ist eine bestmo¨gliche
Knotenfa¨rbung des im Beispiel entstehenden Graphen
07698;:=<
angegeben, die zu
einem Gesamtzeitintervall von $ Minuten fu¨hrt.
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$ 1. Gru¨nphase: Richtungen
.
und
0
2. Gru¨nphase: Richtungen / und 1
3. Gru¨nphase: Richtungen 2 , - und 
Abbildung 1.5: Gesamtintervall von $ Minuten.
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Die mit Hilfe gewo¨hnlicher Fa¨rbungen erhaltene Lo¨sung des Problems ist jedoch
nicht optimal, da sich auch eine Ampelschaltung mit einem Gesamtintervall von
nur 
  ' Minuten konstruieren la¨sst, wenn man die Methoden der Kreisfa¨rbung an-
wendet. Hierzu ordnet man jedem Knoten nicht eine einzelne Farbe, sondern ein
offenes Kreisintervall der La¨nge  eines Kreises der La¨nge  so zu, dass die Inter-
valle benachbarter Knoten sich nicht u¨berschneiden. Das einem Knoten zugeordne-
te Intervall entspricht so gerade einer Gru¨nphase der dazugeho¨rigen Fahrtrichtung.
In Abbildung 1.6 ist eine Darstellung der einzelnen Gru¨nphasen auf einem Ge-
samtkreisintervall der La¨nge >+ 
  ' angegeben; die Richtungen - und  sind
dabei nicht beru¨cksichtigt, da sie jeweils keine anderen Richtungen kreuzen und
ihnen daher beliebige Gru¨nphasen zugeordnet werden ko¨nnen.
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Abbildung 1.6: Gesamtintervall von 
  ' Minuten.
In der Literatur findet man Kreisfa¨rbungen bisher meist als Kreisfa¨rbung der Kno-
ten von Graphen. In dieser Arbeit wird das Konzept der Kreisfa¨rbung auf Kanten-
und Totalfa¨rbung u¨bertragen. Ist ein Graph kreiskanten- beziehungsweise kreisto-
talfa¨rbbar, so dass die den Kanten beziehungsweise den Knoten und Kanten zu-
geordneten Kreiseinheitsintervalle insgesamt einen Kreis der La¨nge  bilden, so
spricht man von einem  -kreiskantenfa¨rbbaren (  -kreistotalfa¨rbbaren) Graph. In
den Abschnitten 4.1.1 und 4.2.1 werden Eigenschaften des kreischromatischen In-
dex     beziehungsweise der kreistotalchromatischen Zahl     	 eines Graphen 
hergeleitet. Die Zahlen  ? beziehungsweise  & @? geben dabei jeweils das In-
fimum aller Zahlen  an, fu¨r die ein Graph  -kreiskantenfa¨rbbar beziehungsweise

-kreistotalfa¨rbbar ist. Anschließend wird in Abschnitt 4.1.2 der kreischromatische
Index von Kreisen, vollsta¨ndigen Graphen sowie des Petersen-Graphen bestimmt
(Sa¨tze 4.4 bis 4.6), wa¨hrend in Abschnitt 4.2.2 die kreistotalchromatische Zahl von
Kreisen, vollsta¨ndigen Graphen, bestimmten vollsta¨ndig  -partiten Graphen sowie
$
-regula¨ren zirkulanten Graphen ermittelt wird (Sa¨tze 4.11 bis 4.14). Schließlich
geben die Abschnitte 4.1.3 beziehungsweise 4.2.3 eine vollsta¨ndige Darstellung
aller Klasse- 
 -Graphen und aller Typ- 
 -Graphen  mit bis zu 3 Knoten und den
dazugeho¨rigen Werten  & 	 beziehungsweise    	 an, die mit einem Compu-
terprogramm berechnet wurden. In Abschnitt 4.1.3 wird daru¨ber hinaus eine obere
5
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Schranke fu¨r den kreischromatischen Index bestimmter kritischer Graphen ermit-
telt (Satz 4.7).
Ein aktuelles Forschungsgebiet in der Theorie der Fa¨rbung von Graphen sind so ge-
nannte Fa¨rbungen mit lokalen Bedingungen. Dabei werden Fa¨rbungen gesucht, bei
denen die Knoten zusa¨tzliche Bedingungen erfu¨llen mu¨ssen. Einige dieser speziel-
len Fa¨rbungen werden in dieser Arbeit fu¨r Kanten- oder Totalfa¨rbungen betrachtet.
Zum Beispiel ergibt sich ein neues Fa¨rbungsproblem, wenn zu jedem zu fa¨rben-
den Element eine Liste mit
”
erlaubten“ Farben vorgegeben ist, aus der eine Farbe
ausgewa¨hlt werden soll. Diese so genannten Listenfa¨rbungen spielen in der Tele-
kommunikation eine wichtige Rolle. Wie in Abbildung 1.7 sei zum Beispiel eine
Anzahl von Sendern gegeben, fu¨r die Sendefrequenzen bestimmt werden sollen.
Dabei ergeben sich zwischen zwei Sendern Interferenzen, wenn sie auf gleichen
Frequenzen senden und nur einen geringen Abstand voneinander haben. Zusa¨tz-
lich ist jedem Sender je nach seinen besonderen technischen Eigenschaften eine
Liste von Frequenzen zugeordnet, auf denen er senden kann. Wie lang muss die
Frequenzliste pro Sender mindestens sein, damit sichergestellt ist, dass man fu¨r je-
den Sender eine Frequenz aus seiner Liste wa¨hlen kann, ohne dass es Interferenzen
gibt? In Abbildung 1.7 ist der Radius, innerhalb dessen es zu Sto¨rungen kommt,
um jeden der Sender . 444! - durch einen Kreis gekennzeichnet.
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Abbildung 1.7: Anordnung von G Sendern mit Interferenzradien.
Besitzt jeder Sender die gleiche Liste mo¨glicher Frequenzen, so ergibt sich die
eingangs beschriebene Fragestellung zur Fa¨rbung von Graphen — u¨bertragen auf
Knoten- statt Kantenfa¨rbung. Die Sender entsprechen hier den Knoten eines Gra-
phen, und zwei Knoten sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenn die ent-
sprechenden Sender sich bei Verwendung der gleichen Frequenzen sto¨ren. Wa¨hlt
man verschiedene Farben fu¨r adjazente Knoten, so ist das Problem gelo¨st; nach
bekannten Sa¨tzen zur Knotenfa¨rbung reichen fu¨r den sich aus Abbildung 1.7 er-
gebenden Graph, der in Abbildung 1.8 dargestellt ist, zwei Farben fu¨r eine Kno-
tenfa¨rbung aus. Die vera¨nderte Aufgabenstellung besagt jedoch, dass jedem Kno-
ten eine Liste von mindestens H Farben, den mo¨glichen Frequenzen, zugeordnet
6
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sein soll, so dass die Knoten des Graphen aus den gegebenen Listen gefa¨rbt wer-
den ko¨nnen — unabha¨ngig davon, welche Farben in den Listen vorkommen. Wie
zu Beginn von Kapitel 5 dargestellt, gibt es tatsa¨chlich Graphen, die mit einer An-
zahl H von Farben knotenfa¨rbbar, jedoch nicht aus beliebigen H -elementigen Li-
sten listenknotenfa¨rbbar sind. Das angegebene Beispiel entspricht einem solchen
Graph: Der Graph aus Abbildung 1.8 ist nicht aus den zugeordneten 
 -elementigen
Listen knotenfa¨rbbar.
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Abbildung 1.8: Der dem Beispiel aus Abbildung 1.7 entsprechende Graph.
¨Ubertra¨gt man das Konzept dieser so genannten Listenfa¨rbung auf Kantenfa¨rbun-
gen, so wird die kleinste Anzahl H von Farben, die jede Kante eines Graphen 
in der ihr zugeordneten Liste mindestens enthalten muss, damit der Graph aus den
Listen kantengefa¨rbt werden kann, als listenchromatischer Index LM  	 bezeich-
net. Im Unterschied zur Knotenfa¨rbung besagt die so genannte listenkantenchro-
matische Vermutung (Vermutung 5.1), dass der listenchromatische Index immer
gleich dem chromatischen Index ist. In Abschnitt 5.1.2 werden Graphenklassen
vorgestellt, fu¨r die die listenkantenchromatische Vermutung bereits bewiesen wur-
de. Fu¨r die Klasse der outerplanaren Graphen wird ein existierender eigener Be-
weis der listenkantenchromatischen Vermutung erheblich verku¨rzt und vereinfacht
(Satz 5.12). In Abschnitt 5.2 werden die entsprechend definierte Listentotalfa¨rbung
von Graphen und Eigenschaften der dazugeho¨rigen listentotalchromatischen Zahl
LM
 
	 eines Graphen  behandelt (Abschnitt 5.2.1); auch hier wird vermutet,
dass stets LM   	N+O  	 gilt. Die listentotalchromatische Zahl ist bisher jedoch
nur fu¨r sehr wenige Klassen von Graphen bekannt, von denen die wichtigsten in
Abschnitt 5.2.2 angegeben sind.
Schließlich werden die Konzepte zweier Verallgemeinerungen der Listenfa¨rbung,
die in der Literatur bisher nur fu¨r Listenknotenfa¨rbung untersucht worden sind,
auf Kantenfa¨rbung u¨bertragen. Zum einen ist dies die so genannte PQ -Listen-
kantenfa¨rbung von Graphen, bei der jeder Kante eines Graphen  aus gegebener
Liste R der La¨nge  nicht nur eine Farbe, sondern eine  -elementige Teilmenge
von R so zugeordnet werden soll, dass die fu¨r benachbarte Kanten gewa¨hlten Teil-
mengen leeren Durchschnitt haben. In Abschnitt 5.1.3 finden sich eine ¨Ubertra-
gung der Definitionen und einige Eigenschaften der so genannten Choice Edge
Ratio LMTS  ? — dem Infimum aller Zahlen TU , so dass ein Graph  eine  -
7
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Listenkantenfa¨rbung besitzt. Fu¨r Kreise und Ba¨ume wird die Choice Edge Ratio
analog zu entsprechenden Ergebnissen fu¨r PQ -Listenknotenfa¨rbung bestimmt
(Sa¨tze 5.16 und 5.19). Vermutung 5.3 besagt, dass alle  -listenkantenfa¨rbbaren
Graphen fu¨r jedes VXWZY auch  V  V  -listenkantenfa¨rbbar sind; diese Vermu-
tung wird fu¨r bestimmte Graphenklassen sowie einige Werte fu¨r  und  untersucht.
So wird etwa die  ( V  V  -Listenkantenfa¨rbbarkeit u¨berfu¨llter kritischer Graphen
mit Maximalgrad [+ $ bewiesen (Satz 5.21).
Außerdem wird eine Spezialform der P -Listenkantenfa¨rbung untersucht, bei
der fu¨r die Zuordnung der  -elementigen Listen zu den Kanten eines Graphen 
zusa¨tzlich verlangt wird, dass sich die Listen benachbarter Kanten um ho¨chstens 
Elemente u¨berschneiden du¨rfen. Zu dieser so genannten P -Listenkantenfa¨r-
bung (fu¨r ﬁ+\ ergibt sich die bereits beschriebene  -Listenkantenfa¨rbung),
die ebenfalls nur fu¨r Knotenfa¨rbungen definiert war und fu¨r die es auch dort bisher
nur wenige allgemeine Resultate gibt, werden in Abschnitt 5.1.4 Definitionen und
Ergebnisse angegeben. Unter anderem wird gezeigt, dass fu¨r Ba¨ume fu¨r jedes V]W
Y und jedes H[^  V U 
`_aV ﬂ\ eine ﬀ Vb_cH  V  Vb_c
  H ﬂ Vb_ ! -
Listenkantenfa¨rbung existiert (Satz 5.25).
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Kapitel 2
Fa¨rbungen
Die gesamte Theorie der Graphenfa¨rbung kann auf die so genannte Vierfarben-
vermutung zuru¨ckgefu¨hrt werden, die besagt, dass sich jede Landkarte mit nur (
Farben so einfa¨rben la¨sst, dass benachbarte La¨nder, also La¨nder mit gemeinsamer
Grenzlinie, unterschiedliche Farben erhalten. Diese Vermutung wurde erstmalig im
Jahr % '
 von Francis Guthrie (einem Studenten von de Morgan) aufgestellt.
Nach mehr als 
' Jahren, in denen die Vermutung in Vergessenheit geriet, und nach
einem Wiederaufleben des Interesses an diesem Problem durch einen Vortrag von
Arthur Cayley vor der London Mathematical Society erschien % 3d von Kempe
[76] erstmals ein vermeintlicher Beweis der Vermutung, der mehr als zehn Jah-
re lang Bestand hatte. Erst im Jahr % d entdeckte Heawood [62] eine Lu¨cke in
Kempes Argumentation, konnte die Methoden jedoch benutzen, um die schwa¨che-
re Aussage zu beweisen, dass die Fla¨chen jeder Landkarte mit ' Farben fa¨rbbar
sind.
Bewiesen wurde die Vierfarbenvermutung schließlich im Jahr  d33 von Appel,
Haken und Koch [4, 5] mit Hilfe von Computern und einem sehr aufwendigen
Beweis. Ein ku¨rzerer, jedoch auf den gleichen Ideen beruhender und ebenfalls
nur mit Hilfe von Computerberechnungen durchzufu¨hrender Beweis des heutigen
Vierfarbensatzes wurde  dd3 von Robertson, Sanders, Seymour und Thomas [89]
vero¨ffentlicht.
Aus dem Problem der Fla¨chenfa¨rbung ebener Graphen la¨sst sich eine analoge Fra-
gestellung zur Fa¨rbung der Knoten eines planaren Graphen ableiten, wenn man den
so genannten Dualgraph des zu betrachtenden Graphen untersucht, der folgender-
maßen gebildet wird:
Jeder Fla¨che des urspru¨nglichen Graphen entspricht genau ein Knoten im Dual-
graph, und zwei dieser Knoten sind genau dann benachbart, wenn die dazugeho¨ri-
gen Fla¨chen durch eine gemeinsame Kante begrenzt werden.
Eine Fla¨chenfa¨rbung eines ebenen Graphen  entspricht somit einer Fa¨rbung der
Knoten des Dualgraphen von  .
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Definition 2.1 Es sei  ein Graph mit Knotenmenge e . Eine Abbildung f?ge"h
I
444i
HPJ mit HjWjY heißt H -Knotenfa¨rbung von  , wenn fu¨r je zwei benach-
barte Knoten kl  kmnWoe gilt f  kl qp+ f  km  . Die kleinste Zahl H , fu¨r die  eine
H -Knotenfa¨rbung besitzt, wird mit  r	 bezeichnet und heißt chromatische Zahl
von  . Ist  knotengefa¨rbt, so wird eine Menge von Knoten gleicher Farbe eine
Farbklasse der Knotenfa¨rbung von  genannt.
¨Ubertragen auf Knotenfa¨rbungen besagt der Vierfarbensatz, dass man die Knoten
eines planaren Graphen immer mit
(
Farben fa¨rben kann.
Satz 2.1 (Vierfarbensatz) Fu¨r jeden planaren Graph  gilt  7	 ^ ( .
Bei der Betrachtung der Fa¨rbungseigenschaften von Graphen kann man sich so-
wohl bei der Fla¨chen- als auch bei der Knotenfa¨rbung auf die Untersuchung zu-
sammenha¨ngender Graphen beschra¨nken, da die Anzahl beno¨tigter Farben bei ei-
nem unzusammenha¨ngenden Graph gleich der maximalen Zahl beno¨tigter Farben
in jeder seiner Komponenten ist.
Bei der Knotenfa¨rbung kann man sogar noch weitere Einschra¨nkungen vornehmen:
Ist  ein Graph mit Artikulation, gibt es also einen Knoten k`W>e ? , so dass der
Graph  _sk unzusammenha¨ngend ist, so ist  7	 gleich dem Maximum der chro-
matischen Zahlen aller Blo¨cke, also aller maximalen zusammenha¨ngenden Teilgra-
phen von  . Somit kann man sich bei der Untersuchung von Graphen hinsichtlich
ihrer chromatischen Zahl auf 
 -zusammenha¨ngende Graphen beschra¨nken.
Mittels Induktion la¨sst sich leicht zeigen, dass jeder Graph  mit Maximalgrad 
eine ﬀ\ﬂ"! -Knotenfa¨rbung besitzt. Dieses Ergebnis wird durch den folgenden
Satz von Brooks [9] verscha¨rft:
Satz 2.2 (Satz von Brooks) Ist  ein Kreis ungerader Ordnung oder ein vollsta¨n-
diger Graph, so gilt  7?t+uﬁ	vﬂw ; in allen anderen Fa¨llen gilt  7	 ^ ﬁ	 .
Neben den ungeraden Kreisen und den vollsta¨ndigen Graphen ist die chromatische
Zahl auch fu¨r weitere Graphenklassen bekannt; so gilt zum Beispiel  r	t+ 
 ge-
nau dann, wenn  bipartit ist. Somit ist die durch Satz 2.2 gegebene obere Schranke
fu¨r die chromatische Zahl unter Umsta¨nden sehr ungenau: Der vollsta¨ndig bipartite
Graph xzyK{ y , der in Abschnitt 2.1.2 definiert wird (siehe Seite 15), hat chromati-
sche Zahl  r x yK{ y t+ 
 , obwohl der Satz von Brooks nur  r x yK{ y  ^}| liefert. Hier
wird ein wichtiger Unterschied der Knotenfa¨rbung zur Kantenfa¨rbung und zur To-
talfa¨rbung deutlich: Bezu¨glich Kantenfa¨rbung gibt es eine allgemeingu¨ltige obere
Schranke fu¨r die Mindestanzahl beno¨tigter Farben, die sich von der tatsa¨chlichen
Anzahl um ho¨chstens  unterscheidet, und das Gleiche wird fu¨r Totalfa¨rbungen
vermutet. In den beiden Abschnitten 2.1 und 2.2 werden Definitionen und grund-
legende Ergebnisse zur Kanten- beziehungsweise Totalfa¨rbung vorgestellt sowie
Resultate fu¨r bestimmte Klassen von Graphen angegeben.
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2.1 Kantenfa¨rbung
Die Kantenfa¨rbung eines Graphen  kann man auch als Knotenfa¨rbung des Kan-
tengraphen R 	 auffassen, der folgendermaßen definiert ist:
Definition 2.2 Fu¨r einen Graph  +  e  2  wird der Kantengraph R 	)+

e

2
~ von  wie folgt gebildet:
e

+
I
kﬃgK?W
2
J und 2  +
I
kﬀk	gl

m?W
2
und lu5m in  J 4
Fu¨r jeden Graph  la¨sst sich ein Kantengraph R 	 bilden. Auf der anderen Sei-
te gibt es jedoch nicht zu jedem Graph  einen Graph  mit R 	;+  . Die
Kantenfa¨rbung bescha¨ftigt sich somit mit der Knotenfa¨rbung von Kantengraphen.
Es bietet sich jedoch an, Kantenfa¨rbungen unabha¨ngig von Knotenfa¨rbungen zu
definieren, da so eine Reihe interessanter Eigenschaften dieser speziellen Art der
Fa¨rbung sichtbar werden.
Definition 2.3 Es sei  ein Graph mit Kantenmenge 2 . Eine Abbildung f	g 2 h
I
444!
HPJ mit HjWY heißt H -Kantenfa¨rbung von  , wenn fu¨r je zwei benach-
barte Kanten l  mZW 2 gilt f  l p+ f  m  . Die kleinste Zahl H , fu¨r die  eine
H -Kantenfa¨rbung besitzt, wird mit  &? bezeichnet und heißt chromatischer Index
(in manchen Arbeiten auch kantenchromatische Zahl) von  . Ist  kantengefa¨rbt,
so wird eine Menge von Kanten gleicher Farbe eine Farbklasse der Kantenfa¨rbung
von  genannt.
Die folgenden Unterabschnitte behandeln die Eigenschaften des chromatischen In-
dex (Abschnitt 2.1.1) und die Werte  &? fu¨r einige Graphen  , fu¨r die der chro-
matische Index bereits bekannt ist (Abschnitt 2.1.2). Einen ¨Uberblick u¨ber das The-
ma Kantenfa¨rbung bis zum Jahr  d33 gibt das Buch Edge-Colourings of Graphs
von Fiorini und Wilson [44]; viele Ergebnisse sind daru¨ber hinaus bei Hackmann
[52] zu finden.
2.1.1 Eigenschaften des chromatischen Index
Auch bei der Untersuchung des chromatischen Index von Graphen kann man sich
auf zusammenha¨ngende Graphen beschra¨nken, denn der chromatische Index eines
nicht zusammenha¨ngenden Graphen ist gleich dem Maximum der chromatischen
Indexe seiner Komponenten. Im Folgenden wird daher, wenn nicht anders angege-
ben, immer vorausgesetzt, dass die betrachteten Graphen zusammenha¨ngend sind.
Da eine Kantenfa¨rbung eines Graphen  die Kantenmenge 2 ? des Graphen in
Mengen von unabha¨ngigen Kanten partitioniert, ist die Anzahl beno¨tigter Farben
von der maximalen Anzahl paarweise nicht benachbarter Kanten abha¨ngig, die mit
Łﬀ	 bezeichnet wird.
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Definition 2.4 Die Kantenunabha¨ngigkeitszahl 	 eines Graphen  gibt die
maximale Anzahl paarweise nicht benachbarter Kanten in  an.
Da jede Kante zu genau zwei Knoten inzident ist und die 
H Knoten, die zu H un-
abha¨ngigen Kanten inzident sind, paarweise verschieden sein mu¨ssen, erha¨lt man
als Abscha¨tzung fu¨r die Kantenunabha¨ngigkeitszahl eines Graphen  mit  Knoten


	
^,
U

i
4
Dabei gibt die Bodenfunktion (auch Gaußklammer genannt)  die gro¨ßte Zahl

W mit  ^# an, wa¨hrend die Dachfunktion P die kleinste Zahl  WZ mit
;
 bezeichnet.
Bemerkung 2.1 Mit obiger ¨Uberlegung gilt fu¨r den chromatischen Index eines
Graphen  der Ordnung  und Gro¨ße  mit Kantenunabha¨ngigkeitszahl 
 

?





<

f @ﬀ @ K  
<
¡£¢
f @ﬀ o¤P|¥@ @   4
Eine weitere untere Schranke fu¨r den chromatischen Index eines Graphen  ergibt
sich aus dem Maximalgrad  von  : Da die  zu einem Knoten mit Maximalgrad
inzidenten Kanten alle verschiedene Farben erhalten mu¨ssen, gilt    	¦aﬁ	 .
Das wichtigste Ergebnis der Kantenfa¨rbung, der Satz 2.3 von Vizing [99, 100],
besagt, dass diese triviale untere Schranke erstaunlich genau ist — der tatsa¨chli-
che Wert des chromatischen Index unterscheidet sich vom Wert der Schranke um
ho¨chstens  .
Satz 2.3 (Satz von Vizing) Ist  ein Graph mit Maximalgrad  , so gilt

^
 

	
^
oﬂa4
Im Gegensatz zur Knotenfa¨rbung, in der wie bereits erwa¨hnt zu jeder Zahl | 
 ein Graph  angegeben werden kann, so dass die Differenz zwischen der im
Satz 2.2 von Brooks angegebene Schranke fu¨r die chromatische Zahl und ihrem
tatsa¨chlichen Wert mindestens | ist, gibt es in der Kantenfa¨rbung also abha¨ngig
vom Maximalgrad ﬁ	 immer nur zwei Mo¨glichkeiten fu¨r den chromatischen In-
dex eines Graphen  : Entweder gilt    	t+u§	 oder    ?t+uﬁ	5ﬂz . Diese
¨Uberlegung fu¨hrt zu einer Einteilung aller Graphen in zwei Klassen bezu¨glich ihres
chromatischen Index:
Definition 2.5 Ein ﬁ? -kantenfa¨rbbarer Graph  geho¨rt zur Klasse  ; beno¨tigt
man fu¨r die Kantenfa¨rbung von  dagegen ﬁ	ﬂu Farben, so spricht man von
einem Graph der Klasse 
 .
Eine Hauptaufgabe in der Kantenfa¨rbung besteht seit Vizings Beweis von Satz 2.3
in der so genannten Klassifizierung von Graphen, na¨mlich in ihrer Einteilung in die
beiden Klassen  und 
 .
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2.1.2 Klassifizierung von Graphen
In diesem Abschnitt sollen einige Graphen und Graphenklassen angegeben wer-
den, fu¨r die der chromatische Index bereits bekannt ist.
Graphen mit kleinem Maximalgrad
Ist  zusammenha¨ngend mit ﬁ?¨+© , so ist der Graph isomorph zum x
<
und
besitzt nur eine Kante; somit geho¨rt er zur Klasse  . Ein Graph mit Maximalgrad
\+

 ist entweder ein Weg — und geho¨rt damit ebenso zur Klasse  — oder ein
Kreis; auch fu¨r diese Graphen ist der chromatische Index leicht zu bestimmen.
Satz 2.4 Fu¨r einen Kreis 0  , wobei  die Ordnung des Graphen angibt, gilt
 


0

ª+,«

 falls  gerade
$ falls  ungerade 4
Somit geho¨rt ein Graph  mit Maximalgrad  ^)
 genau dann zur Klasse 
 , wenn
 ein Kreis mit ungerader Knotenzahl ist.
¨Uberfu¨llte Graphen und Graphen mit großem Maximalgrad
Mit den ¨Uberlegungen aus Abschnitt 2.1.1 u¨ber den Zusammenhang zwischen der
Kantenunabha¨ngigkeitszahl eines Graphen und seinem chromatischen Index kann
man eine Klasse von Graphen definieren, die schon aufgrund ihrer Kantenzahl zur
Klasse 
 geho¨ren. Diese Betrachtung ist implizit schon bei Vizing [100] enthalten.
Definition 2.6 Ein Graph  mit Maximalgrad  und Ordnung  heißt u¨berfu¨llt,
wenn fu¨r seine Kantenzahl  gilt
=¬
©­


¥®
4
Anderenfalls heißt  nicht-u¨berfu¨llt.
Bemerkung 2.2 Ein u¨berfu¨llter Graph hat immer eine ungerade Anzahl von Kno-
ten: Gilt fu¨r einen Graph  mit Maximalgrad  , dass seine Ordnung  + 
H
betra¨gt, so ist   U 
i +a  U 
   , und  ist nicht-u¨berfu¨llt.
Dass u¨berfu¨llte Graphen zur Klasse 
 geho¨ren, folgt aus Bemerkung 2.1: Da ein
u¨berfu¨llter Graph  ungerade Knotenzahl hat, gilt  ﬀ	¯ 
 U° §_ ! ; mit der
Definition u¨berfu¨llter Graphen ergibt sich  ﬀ	 ¬  .
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Ein Beispiel fu¨r u¨berfu¨llte Graphen sind vollsta¨ndige Graphen x  mit ungerader
Knotenzahl  : Diese Graphen haben Maximalgrad ±+ n_  und Kantenzahl

+²

U

¬


U

i . Somit geho¨ren vollsta¨ndige Graphen mit ungerader Kno-
tenzahl zur Klasse 
 . Der chromatische Index aller vollsta¨ndigen Graphen wur-
de bereits von mehreren Autoren bestimmt, zum Beispiel von Vizing [100], von
Behzad, Chartrand und Cooper [10] und von Berge [12, S. 249].
Satz 2.5 Fu¨r einen vollsta¨ndigen Graph x  gilt
 


x

N+,«
w_
 falls  gerade
 falls  ungerade.
Aus dem gleichen Grund sind auch andere regula¨re Graphen u¨berfu¨llt, wenn sie
eine ungerade Anzahl von Knoten haben. Ein  -regula¨rer Graph ungerader Kno-
tenzahl bleibt sogar u¨berfu¨llt, wenn man weniger als U 
 Kanten entfernt. Somit
geho¨ren diese Graphen ebenfalls zur Klasse 
 .
Satz 2.6 Ist  ein Graph ungerader Knotenzahl, der durch Entfernen von weniger
als U 
 Kanten aus einem  -regula¨ren Graph entsteht, so geho¨rt  zur Klasse 
 .
Nicht vollsta¨ndige Graphen gerader Ordnung  mit Maximalgrad §	³+ ﬁ_ 
geho¨ren aufgrund von Satz 2.5 zur Klasse  . Fu¨r allgemeine Werte  la¨sst sich der
chromatische Index von Graphen der Ordnung  und mit Maximalgrad ´_  mit
folgende Satz von Plantholt [87] bestimmen.
Satz 2.7 Ein Graph der Ordnung  mit Maximalgrad ?_  geho¨rt genau dann zur
Klasse  , wenn er nicht u¨berfu¨llt ist.
Ist  ein  _a
  -regula¨rer Graph mit  Knoten, so ist  gerade und der Graph
isomorph zum unten definierten zirkulanten Graph
0

µ444!
¶_u

U


 (siehe
Seite 16). Nach Satz 2.12 geho¨rt  somit zur Klasse  .
Fu¨r allgemeine regula¨re Graphen ist die Frage, ob sie zur Klasse  oder zur Klasse

 geho¨ren, noch nicht entschieden. Eine Vermutung, von der nicht bekannt ist, wo
sie erstmals erschien (siehe zum Beispiel Chetwynd und Hilton [30]), besagt, dass
alle  -regula¨ren Graphen gerader Ordnung mit hinreichend großem  zur Klasse 
geho¨ren.
Vermutung 2.1 Ist  ein  -regula¨rer Graph der Ordnung 
i| und gilt
·

`¸
|
ﬂO

 ¹
_

so geho¨rt  zur Klasse  .
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Neben den bereits behandelten Fa¨llen º+ 
i|»_  und º+ 
i|§_
 ist Vermutung
2.1 auch fu¨r  -regula¨re Graphen mit 
i| Knoten und  W
I

i|ﬁ_
$


i|ﬁ_
(


i|ﬁ_n'KJ
bereits bewiesen. Das Ergebnis stammt von Chetwynd und Hilton [30] und liefert
den folgenden Satz.
Satz 2.8 Ist  ein  -regula¨rer Graph der Ordnung 
i| und gilt ¼ 
i|_½' , so
geho¨rt  zur Klasse  .
Fu¨r Graphen mit großer Knotenzahl ist der folgende Satz, ebenfalls von Chetwynd
und Hilton [30], noch scha¨rfer.
Satz 2.9 Ist  ein  -regula¨rer Graph mit gerader Ordnung  und gilt q G5 U 3 ,
so geho¨rt  zur Klasse  .
Bemerkung 2.3 Ist  ein  -regula¨rer Graph mit Bru¨cke, wobei man unter einer
Bru¨cke eines zusammenha¨ngenden Graphen  eine Kante versteht, deren Fort-
nahme den Graphen in mehrere Komponenten zerfallen la¨sst, so la¨sst sich leicht
zeigen, dass der Graph zur Klasse 
 geho¨rt. Dabei sei ein  -u¨berfu¨llter Teilgraph
eines Graphen  mit Maximalgrad  ein u¨berfu¨llter Teilgraph  von  , der den
gleichen Maximalgrad wie  besitzt. Da man zur Kantenfa¨rbung eines  -u¨berfu¨ll-
ten Teilgraphen [ﬂ" Farben beno¨tigt, geho¨rt auch jeder Graph, der einen  -
u¨berfu¨llten Teilgraph entha¨lt, zur Klasse 
 .
Ist  ein  -regula¨rer Graph mit · $ und ?W 2 	 eine Bru¨cke von  , so haben
die beiden Komponenten zl von  _¶ fu¨r ¾ + 
 die Ordnung l , Maximalgrad

l
+¿ﬁ	º+© und Kantenzahl l +ÀÁ lª_ !9ﬂO _ !U 
 . Somit gilt l¯¬

l

Plt_
!U

 , und die beiden Teilgraphen ºl von  sind ﬁ	 -u¨berfu¨llt. Also
geho¨rt  zur Klasse 
 .
Bipartite und vollsta¨ndig Â -partite Graphen
Eine der ersten Klassen von Graphen, fu¨r die der chromatische Index bestimmt
wurde, sind die bipartiten Graphen. Ein Graph xzÃÄ{ y heißt vollsta¨ndig bipartit,
wenn fu¨r seine Knotenmenge e +ÆÅ
8nÇ
mit È Å È + V und È
Ç
È
+
| und fu¨r
seine Kantenmenge
2
+
I
¤PÉ"g@¤nW
Å und É[W
Ç
J gilt. Ein bipartiter Graph ist
ein Graph, der Teilgraph eines vollsta¨ndig bipartiten Graphen ist.
Ko¨nig [77] zeigte schon  d  G , dass fu¨r einen bipartiten Graph  immer  ﬀ	Ä+
ﬁ	 gilt.
Satz 2.10 (Satz von Ko¨nig) Jeder bipartite Graph geho¨rt zur Klasse  .
Eine Verallgemeinerung der bipartiten Graphen bilden die  -partiten Graphen. Ein
Graph x yÊ{ÌËÌËÌË { yiÍ mit º 
 heißt vollsta¨ndig  -partit, wenn fu¨r seine Knotenmenge
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e
+
e
¢
8
444
8
eÁÎ mit ÈÌe l È + | l fu¨r ¾ +Ï444 und fu¨r seine Kantenmenge
2
+
I
¤PÉÏgN¤jW#eÁl und ÉÏWjeÐ?eÁl fu¨r ¾ +b444 J gilt. Fu¨r vollsta¨ndig  -
partite Graphen konnten Hoffman und Rodger [67] den chromatischen Index  dd

bestimmen.
Satz 2.11 Ein vollsta¨ndig  -partiter Graph xsyÊ{ÌËÌËÌË { y Í geho¨rt genau dann zur Klas-
se 
 , wenn er u¨berfu¨llt ist.
Um u¨berfu¨llt zu sein, muss der Graph xzyKÊ{ÌËÌËÌË { yÍ nach Bemerkung 2.2 eine ungerade
Knotenzahl haben. Es sei ¿+ xzy Ê {ÌËÌËÌË { y Í mit | ¢ ^\|£l fu¨r alle ¾ +À444! und
Ñ
Î
lÓÒ
¢
|£l ungerade. Dann gilt
ÈÌe
	
È
+
Î
Ô
lÓÒ
¢
|£l

È
2
	
È
+
Î
¡£¢
Ô
lÓÒ
¢
Î
Ô
mvÒÕl×Ö
¢
|£l|m und ﬁ	t+
Î
Ô
lÓÒ
<
|£l
4
Der Graph ist somit genau dann u¨berfu¨llt, wenn
Î
¡£¢
Ô
lÓÒ
¢
Î
Ô
mvÒÕlÓÖ
¢
|£l~|m ¬
Î
Ô
l×Ò
<
|£lÕØ




Î
Ô
l×Ò
¢
|£l¥_
!
+
Î
¡£¢
Ô
l×Ò
¢
Î
Ô
mvÒÕlÓÖ
¢
|£l|m
ﬂ



Î
Ô
lÓÒ
<

|
<
l
_|
¢
|£lÕ_>|£l

gilt, also
Î
Ô
lÓÒ
<
|£lÙ¬
Î
Ô
l×Ò
<
|£l

|£l¥_n|
¢
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Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn alle Partitionsmengen die gleiche An-
zahl Knoten enthalten. Ein solcher vollsta¨ndig  -partiter Graph xsyÊµ{ÌËÌËÌË { yÍ mit | ¢ +
444ﬁ+
|
Î
+
| wird balanciert genannt, und man verwendet die abku¨rzende
Schreibweise x yKÊµ{ÌËÌËÌË { yÍ + x  |  .
Korollar 2.1 Balancierte vollsta¨ndig  -partite Graphen x  |  geho¨ren genau
dann zur Klasse 
 , wenn ihre Ordnung  | ungerade ist.
Zirkulante Graphen
Ein zirkulanter Graph
0


¢
444Ú
Î
 mit  lﬃWZY fu¨r alle ¾ +©444! und  ¢·Û

<
Û
444
Û

Î
^o
U

 hat  Knoten kÜ 444 k ¡£¢ und die Kantenmenge
I
klkmqg
¾t_>Ý§Þ\ß
à7 modulo   fu¨r ein á mit  ^á	^  J . Die Menge
I

¢
444!Ú
Î
J wird
auch die Distanzmenge von
0


¢
444Ú
Î
 genannt.
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Ein zirkulanter Graph
0


¢
444Ú
Î
 ist genau dann regula¨r vom Grad 
  _  ,
wenn  Î +  U 
 gilt; ansonsten ist er 
  -regula¨r. Der chromatische Index einiger
spezieller zirkulanter Graphen wurde bereits im vorangegangenen Text beschrie-
ben: So besteht der Graph
0



U


 fu¨r gerade  aus  U 
 unabha¨ngigen Kanten
und geho¨rt somit zur Klasse  , wa¨hrend
0

° mit  Û  U 
 ein Kreis oder eine
Vereinigung mehrerer Kreise ist, fu¨r die der chromatische Index in Satz 2.4 angege-
ben wurde. Der Graph
0

µ


444i

U

i
 ist zudem isomorph zum vollsta¨ndigen
Graph x  , dessen chromatischen Index Satz 2.5 liefert. Aber auch fu¨r alle anderen
zirkulanten Graphen la¨sst sich der chromatische Index bestimmen: Mit Satz 2.12
von Hattingh [61] ist diese Graphenklasse vollsta¨ndig klassifiziert. Dabei sei mit
ââã 
|
¢
444
|Łä
 der gro¨ßte gemeinsame Teiler von | ¢ 444! |Łä bezeichnet.
Satz 2.12 Ein zirkulanter Graph 0   ¢ 444Ú Î  mit ââã  ¢ 444Ú Î   º+¿ ge-
ho¨rt genau dann zur Klasse  , wenn  Ui gerade ist.
Einige Eigenschaften zirkulanter Graphen werden in Abschnitt 2.2.3 im Zusam-
menhang mit Totalfa¨rbung na¨her erla¨utert.
Planare Graphen
Die ersten Graphen, fu¨r die der chromatische Index untersucht wurde, sind $ -regu-
la¨re planare Graphen ohne Bru¨cken. Der Grund fu¨r das fru¨he Interesse am chroma-
tischen Index dieser Graphen war die Entdeckung, dass das beru¨hmte Vierfarben-
problem a¨quivalent zu der Frage ist, ob $ -regula¨re planare Graphen ohne Bru¨cken
$
-kantenfa¨rbbar sind (Tait [93]). Da der Vierfarbensatz inzwischen bewiesen ist,
folgt somit, dass diese Graphen zur Klasse  geho¨ren.
Satz 2.13 Jeder $ -regula¨re, bru¨ckenlose planare Graph geho¨rt zur Klasse  .
$
-regula¨re planare Graphen mit Bru¨cke geho¨ren nach Bemerkung 2.3 zur Klasse 
 .
Somit folgt die Aussage von Korollar 2.2.
Korollar 2.2 Ein $ -regula¨rer planarer Graph geho¨rt genau dann zur Klasse  ,
wenn er bru¨ckenlos ist.
Der chromatische Index planarer Graphen  wurde vor allem in Abha¨ngigkeit
des Maximalgrades von  betrachtet. Fu¨r jede natu¨rliche Zahl H kann man leicht
einen planaren Graph  mit ﬁ	+ H finden, der zur Klasse  geho¨rt: Zum
Beispiel sind alle Graphen å¥ä
Ö
¢ mit e  å¥ä
Ö
¢
s+
I
kÜ
444!
käJ und 2  å¥ä
Ö
¢
w+
I
kÜQkl¨g£¾
+¿444
HPJ , auch Sterne genannt, Klasse-  -Graphen mit Maximalgrad
ﬁ
å¥ä
Ö
¢
>+
H . Fu¨r jede Zahl 
o^bH\^b' gibt es jedoch auch einen planaren
Klasse- 
 -Graph  mit ﬁ	r+ H : Fu¨r H + 
 ist dies zum Beispiel der Graph
07æ
,
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fu¨r H + $ ,
( beziehungsweise ' die Graphen, die durch Unterteilung einer Kan-
te des Tetraedergraphen, des Oktaedergraphen beziehungsweise des Ikosaedergra-
phen entstehen.
Es gibt also sowohl planare Klasse-  -Graphen also auch planare Klasse- 
 -Graphen
mit Maximalgrad  , wenn  ^c' gilt; eine allgemeine Klassifikation dieser Gra-
phen ist bisher nicht bekannt.
Im Unterschied dazu sind planare Graphen mit großem Maximalgrad bereits wei-
testgehend klassifiziert. Vizing [100] vermutete schon  dG' , dass alle Graphen 
mit Maximalgrad ² G zur Klasse  geho¨ren.
Vermutung 2.2 Alle planaren Graphen mit Maximalgrad   G geho¨ren zur
Klasse  .
Die Vermutung konnte von Vizing zuna¨chst fu¨r çÏ  [100] und kurz darauf
fu¨r ]o% [101] bewiesen werden; der Fall è+ 3 wurde  ddd von Sanders [91]
besta¨tigt.
Satz 2.14 Alle planaren Graphen mit Maximalgrad é 3 geho¨ren zur Klasse  .
Fu¨r ê+ G konnte 1998 gezeigt werden, dass alle Graphen mit diesem Maxi-
malgrad und ho¨chstens   Knoten zur Klasse  geho¨ren (Hackmann [52]). Unter
Beru¨cksichtigung neuer Ergebnisse u¨ber kritische Graphen (Korollar 3.2) la¨sst sich
dieses Ergebnis auf Graphen mit bis zu  ( Knoten erweitern (siehe Korollar 3.3).
Somit mu¨ssen nur noch planare Graphen mit Maximalgrad À+ G und Ordnung


' untersucht werden.
Noch bessere Ergebnisse erha¨lt man, wenn man zusa¨tzlich zur Schranke fu¨r den
Maximalgrad eines planaren Graphen  auch Bedingungen an die Taillenweite 
von  stellt. Dieser Wert gibt die La¨nge eines ku¨rzesten in  enthaltenen Kreises
an. Sind sowohl fu¨r §	 als auch fu¨r  	 untere Schranken bekannt, so ergeben
sich nach Satz 2.15 von Fiorini [42] die folgenden Werte fu¨r den chromatischen
Index.
Satz 2.15 Ist  ein planarer Graph mit Maximalgrad  und Taillenweite  , so gilt
 

	t+u fu¨r ëì
ì
í
ì
ìî
²)% und   $
²
' und   (
²
(
und   '
²
$
und  )%@4
Eine Teilmenge der planaren Graphen bilden die so genannten outerplanaren Gra-
phen. Ein planarer Graph heißt outerplanar, wenn er eine Darstellung besitzt, bei
der alle Knoten auf dem Rand derselben Fla¨che — ohne Einschra¨nkung auf dem
Rand der Außenfla¨che — liegen. Der chromatische Index outerplanarer Graphen
wurde von Fiorini [43] bestimmt.
Satz 2.16 Alle outerplanaren Graphen geho¨ren zur Klasse  .
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Snarks
Das schon erwa¨hnte große Interesse an der Bestimmung des chromatischen Index
$
-regula¨rer planarer Graphen ohne Bru¨cken, um die Vierfarbenvermutung zu be-
weisen oder zu widerlegen, fu¨hrte zu dem Versuch, $ -regula¨re, bru¨ckenlose planare
Graphen mit chromatischen Index ( zu konstruieren, deren Existenz einen Wider-
spruch zur Vierfarbenvermutung bedeutet ha¨tte (siehe Satz 2.13). Seit dem Beweis
des Vierfarbensatzes steht fest, dass solche Graphen nicht existieren ko¨nnen; es
wurde jedoch weiter nach — nicht planaren — $ -regula¨ren, bru¨ckenlosen Graphen
der Klasse 
 gesucht. Da solche Graphen nicht einfach zu finden sind, erhielten
sie in einem popula¨rwissenschaftlichen Artikel von Gardner [46] in Anlehnung an
Lewis Carrolls The hunting of the Snark ihren Namen Snarks.
Zur Vermeidung trivialer Fa¨lle werden bei der Definition von Snarks oft Bedin-
gungen an die Taillenweite und den Kantenzusammenhang gestellt. Dabei heißt
ein Graph  kreis- H -kantenzusammenha¨ngend, wenn es fu¨r keine Knotenmenge
e
¥ï
e
	 eine trennende Kantenmenge 2   e   der Gro¨ße È 2   e   È Û H gibt, so
dass jede Kante aus 2  e ~ zu genau einem Knoten aus e  inzident ist und sowohl
der von e  als auch der von eoÐðe  aufgespannte Graph mindestens einen Kreis
entha¨lt.
Definition 2.7 Ein Snark ist ein bru¨ckenloser, $ -regula¨rer Graph der Klasse 
 .
Zusa¨tzlich sei gefordert, dass ein Snark fu¨r ein H  ( kreis- H -kantenzusammen-
ha¨ngend ist und fu¨r seine Taillenweite   ' gilt.
Der kleinste Snark ist der im Jahr % d % konstruierte Petersen-Graph ñ , der in Ab-
bildung 2.1 links dargestellt ist. Es dauerte fast fu¨nfzig Jahre, bis es 1946 bezie-
hungsweise 1948 gelang, zwei weitere Snarks zu konstruieren: den Blanusˇa-Snark
der Ordnung % und den Descarte-Snark der Ordnung 
   . Der vierte Snark, ein
Graph mit ' Knoten, wurde schließlich im Jahr  d3 $ von Szekeres entdeckt. Nach
diesen Einzelergebnissen war es ein bedeutender Schritt, als Isaacs  d3' zwei un-
endliche Familien von Snarks beschreiben konnte, von denen eine alle vier bis-
her bekannten Snarks enthielt [68]; die andere Familie der so genannten Blumen-
Snarks war zu diesem Zeitpunkt noch ga¨nzlich unbekannt. Er entdeckte zudem
einen weiteren Snark, den Doppelstern-Snark, der zu keiner der beiden Familien
geho¨rt. Spa¨ter konnten noch weitere Snarks beziehungsweise Familien von Snarks
gefunden werden, darunter genau ein weiterer Snark der Ordnung % , der so ge-
nannte Preissmann Snark von Preissmann [88].
Einige Ergebnisse gibt es u¨ber die mo¨gliche Ordnung eines Snarks: Aufgrund der
$
-Regularita¨t muss ein Snark gerader Ordnung   ( sein. Es existieren keine
Snarks der Ordnung ( , G oder % ; daru¨ber hinaus bewies Fiorini, dass es keine Snarks
der Ordnung  
 oder  ( gibt, und Fouquet [45] zeigte, dass auch keine Snarks
mit  G Knoten existieren. Da der Petersen-Graph zudem der einzige Snark mit  
Knoten ist, sind somit der Petersen-Graph, der Blanusˇa-Snark und der Preissmann
19
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Snark die drei Snarks kleinster Ordnung (siehe Abbildung 2.1). Fu¨r jede beliebige
gerade Zahl »¬  G existiert jedoch ein Snark der Knotenzahl  .
Abbildung 2.1: Die drei Snarks der Ordnung »^ % .
In aktuellen Arbeiten wird untersucht, welche bekannten Snarks aus Teilgraphen
zusammengesetzt sind, die wiederum Snarks sind. Auf diese Weise lassen sich
irreduzible Snarks definieren und Snarks anhand ihrer Teilgraphen charakterisie-
ren. Alle Snarks mit weniger als $  Knoten konnten so bestimmt werden; daru¨ber
hinaus wurde gezeigt, dass jeder Snark der Ordnung ^é
G mit Ausnahme des
Petersen-Graphen aus zwei kleineren Snarks konstruiert werden kann (siehe Ca-
vicchioli, Meschiari, Ruini und Spaggiari [25] sowie Brinkmann und Steffen [22]).
Insgesamt la¨sst sich feststellen, dass es verha¨ltnisma¨ßig wenige Graphen der Klas-
se 
 gibt. Diese Beobachtung wird von einem Satz von Erdo˝s und Wilson [41]
besta¨tigt: Fu¨r einen beliebigen Graph  der Ordnung  geht die Wahrscheinlich-
keit, dass  zur Klasse  geho¨rt, fu¨r hóò gegen  . Aus diesem Grund ist man
besonders an der Charakterisierung von Klasse- 
 -Graphen interessiert. Hilfreich
ist dabei die Definition von kritischen Graphen der Kantenfa¨rbung, die in Kapi-
tel 3 behandelt werden. Im Zusammenhang mit Kreiskantenfa¨rbung kleiner Gra-
phen sind in Abschnitt 4.1.3 alle Klasse- 
 -Graphen mit bis zu 3 Knoten dargestellt
(Abbildungen 4.4 bis 4.6).
2.2 Totalfa¨rbung
Wa¨hrend die Idee der Fla¨chenfa¨rbung und damit auch der Knoten- und schließlich
Kantenfa¨rbung schon zum Ende des neunzehnten Jahrhunderts entstand, wurde die
Totalfa¨rbung von Graphen erst in den sechziger Jahren des zwanzigsten Jahrhun-
derts unabha¨ngig voneinander von Behzad [8] und Vizing [99] definiert. Bei dieser
20
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Fa¨rbung werden nicht entweder die Knoten oder die Kanten des Graphen gefa¨rbt,
sondern Knoten und Kanten gleichzeitig, also alle Elemente cWe 	
8
2
	
des Graphen  . Dabei sollen zwei benachbarte Elemente — also zwei adjazente
Knoten, zwei adjazente Kanten oder ein Knoten und eine inzidente Kante — im-
mer unterschiedliche Farben erhalten. Gesucht ist wiederum die kleinstmo¨gliche
Anzahl von Farben, mit der eine Fa¨rbung mo¨glich ist.
Definition 2.8 Es sei  ein Graph mit Knotenmenge e und Kantenmenge 2 . Eine
Abbildung f¯gPe
8
2
h
I
444i
HPJ mit H>W>Y heißt H -Totalfa¨rbung von  , wenn
fu¨r je zwei benachbarte Elemente l  @mºWne 8 2 gilt f  l ?p+ f  °m  . Die kleinste
Zahl H , fu¨r die  eine H -Totalfa¨rbung besitzt, wird mit   	 bezeichnet und heißt
totalchromatische Zahl von  .
Wie in der Kantenfa¨rbung, die fu¨r einen Graph  wie erwa¨hnt a¨quivalent zur Kno-
tenfa¨rbung des Kantengraphen R 	 ist, ist die Totalfa¨rbung von  a¨quivalent zur
Knotenfa¨rbung des Totalgraphen ô ? , der folgendermaßen gebildet wird:
e

ô
	N+
e
	
8
I
kÄgK¯W
2
	
J und
2

ô
	9+
2
	
8
I
k

k

gK
l


m
W
2
	 und  l u m W  J
8
I
kkÄgk;W»e
	5
=W
2
? und kzu in  J 4
Einen guten ¨Uberblick u¨ber das Thema Totalfa¨rbung von Graphen vermittelt das
Buch Total Colourings of Graphs von Yap [109], dem auch einige Sa¨tze aus den
Abschnitten 2.2.1 und 2.2.3 entnommen sind. Ergebnisse zur Total- und Listento-
talfa¨rbung finden sich daru¨ber hinaus bei Gottschalk [49].
2.2.1 Eigenschaften der totalchromatischen Zahl
Auch in der Totalfa¨rbung kann man sich bei der Untersuchung der totalchromati-
schen Zahl auf zusammenha¨ngende Graphen beschra¨nken, da fu¨r einen unzusam-
menha¨ngenden Graph  der Wert   ? stets gleich dem Maximum der Zahlen
 
 

x
 aller Komponenten x von  ist.
Eine H -Totalfa¨rbung eines Graphen  teilt die Menge e 	
8
2
	 in H un-
abha¨ngige Mengen e ¢
8
2
¢
444
eä
8
2
ä . Somit gibt es einen Zusammenhang
zwischen der totalchromatischen Zahl und der maximalen Anzahl paarweise nicht
benachbarter Elemente eines Graphen  .
Definition 2.9 Die Ma¨chtigkeit einer maximalen unabha¨ngigen Menge von Ele-
menten aus e 	
8
2
	 eines Graphen  ist die totale Unabha¨ngigkeitszahl von
 und wird mit    ? bezeichnet.
Bemerkung 2.4 Mit obiger ¨Uberlegung gilt fu¨r jeden Graph  mit  Knoten, 
Kanten und totaler Unabha¨ngigkeitszahl  
 
 
?

ﬂ


 
4
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Die totale Unabha¨ngigkeitszahl  	 la¨sst sich mit Hilfe der Unabha¨ngigkeits-
zahl 9? — der maximalen Anzahl paarweise unabha¨ngiger Knoten von  —
und einer Schranke fu¨r die Kantenunabha¨ngigkeitszahl eines Graphen abscha¨tzen.
Ist å eine unabha¨ngige Knotenmenge in  , so ist die maximale Anzahl unabha¨ngi-
ger Kanten im Graph  _uå nach ¨Uberlegungen aus Abschnitt 2.1.1 ho¨chstens


¶_"ÈÌåﬃÈ
U

i . Wa¨hlt man fu¨r å eine maximale unabha¨ngige Knotenmenge, so
wird die Zahl ÈÌåﬃÈ ﬂu `_½ÈÌåﬃÈ U 
i maximal; also gilt folgende Abscha¨tzung:
Bemerkung 2.5 Ist  die Unabha¨ngigkeitszahl eines Graphen  und    seine
totale Unabha¨ngigkeitszahl, so gilt

 
^
´ﬂ
¸
s_


 ¹
4
Mit den Bemerkungen 2.4 und 2.5 wird die totalchromatische Zahl nach unten
beschra¨nkt. Eine andere untere Schranke fu¨r  & ﬀ? eines Graphen  erha¨lt man,
wenn man einen Knoten mit Maximalgrad  und die  zum Knoten inzidenten
Kanten fa¨rben will: Dazu sind uﬂ½ Farben no¨tig. Somit gilt  & 	)ﬁ	¥ﬂ½
fu¨r jeden Graph  .
Analog zur Kantenfa¨rbung, fu¨r die Vizing zeigen konnte, dass der chromatische
Index eines Graphen  immer gleich ﬁ	 oder ﬁ	&ﬂc ist (Satz 2.3), vermu-
teten sowohl Behzad [8] als auch Vizing [99] bereits 1965, dass jeder Graph 
eine ﬀ§	&ﬂ 
  -Totalfa¨rbung besitzt. Diese Vermutung — die so genannte total-
chromatische Vermutung — ist bis heute jedoch unbewiesen; sie konnte nur fu¨r
einzelne Klassen von Graphen besta¨tigt werden.
Vermutung 2.3 (Totalchromatische Vermutung) Fu¨r jeden Graph  mit Maxi-
malgrad  gilt
 
 
	
^
ﬂ


4
Gilt die totalchromatische Vermutung, so lassen sich alle Graphen anhand ihrer
totalchromatischen Zahl wiederum in zwei Gruppen unterteilen.
Definition 2.10 Ist  ein Graph mit   ?N+aﬁ	¥ﬂ) , so ist  vom Typ  ; gilt
dagegen     	t+cﬁ	Łﬂ 
 , so ist  vom Typ 
 .
Da man noch weit davon entfernt ist, die totalchromatische Vermutung fu¨r allge-
meine Graphen zu beweisen, sind auch schwa¨chere obere Schranken fu¨r die total-
chromatische Zahl interessant, die die triviale obere Schranke   ﬀ	 ^)
 §	!ﬂ§
verbessern. Diese ergibt sich, weil jedes Element \W\e 	 8 2 ? in einem
Graph  zu ho¨chstens 
 ﬁ	 anderen Elementen von  benachbart ist.
Fu¨r planare Graphen ist eine obere Schranke in Abschnitt 2.2.2 angegeben. Hier
sollen nur zwei Ergebnisse aufgefu¨hrt werden, die   ﬀ	 ausschließlich in Abha¨n-
gigkeit vom Maximalgrad des Graphen  nach oben beschra¨nken. Der erste Satz
stammt von Kostochka [80] und gilt fu¨r alle Graphen (und sogar fu¨r alle Multigra-
phen) mit Maximalgrad é ( .
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Satz 2.17 Ist  ein Multigraph mit Maximalgrad ² ( , so gilt
 
 
	
^Æ¸
$



¹
4
Fu¨r Graphen mit großer Ordnung  und in Abha¨ngigkeit von  auch großem Ma-
ximalgrad  gibt Satz 2.18 von Hind [65] eine noch bessere Abscha¨tzung.
Satz 2.18 Fu¨r jeden Graphen  der Ordnung  mit Maximalgrad  gilt
 
 
	
^
ﬂ

zõ

qö
ﬂu4
2.2.2 Die totalchromatische Vermutung
In diesem Abschnitt werden Graphenklassen vorgestellt, fu¨r die die totalchromati-
sche Vermutung bereits besta¨tigt ist.
Graphen mit kleinem Maximalgrad
Fu¨r Graphen mit kleinem Maximalgrad ist Vermutung 2.3 bereits bewiesen. Fu¨r
ﬁ	Ä+² ist die Aussage klar. Fu¨r ﬁ	¦+ 
 ist  entweder ein Kreis oder ein
Weg, und fu¨r diese beiden Graphenklassen wurde die totalchromatische Vermutung
bereits  d3  von Behzad, Chartrand und Cooper [10] bewiesen.
Satz 2.19 Ist  ein Graph mit Maximalgrad ,+ 
 , so gilt
 
 
	
^
ﬂ


+
(
4
Auch fu¨r Graphen mit Maximalgrad $ wurde Vermutung 2.3 bereits Anfang der
siebziger Jahre unabha¨ngig voneinander von Rosenfeld [90] und Vijayaditya [97]
besta¨tigt.  d33 konnte Kostochka [78] die totalchromatische Vermutung schließ-
lich fu¨r Graphen mit Maximalgrad ( und  d3 % fu¨r Graphen mit Maximalgrad '
beweisen [79]; der lange Beweis des letzten Ergebnisses wurde von ihm im Jahr

ddG noch einmal vereinfacht und ist in dieser Form in [81] nachzulesen.
Satz 2.20 Jeder Graph  mit Maximalgrad  ^\' erfu¨llt die totalchromatische
Vermutung   	 ^ oﬂ 
 .
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Graphen mit großem Maximalgrad
Neben den Graphen mit kleinem Maximalgrad konnte die totalchromatische Ver-
mutung auch fu¨r Graphen, deren Maximalgrad  im Verha¨ltnis zur Knotenzahl
 relativ groß ist, besta¨tigt werden. Die entsprechenden Sa¨tze 2.21 von Yap und
Chew [110] und 2.22 von Hilton und Hind [64] stammen aus den Jahren  dd

beziehungsweise  dd $ ; die Beweise sind jeweils außer in den Originalarbeiten
auch bei Yap [109] dargestellt. Die Aussage von Satz 2.22 wurde  dd' von Chew
[32] noch leicht erweitert auf alle Graphen mit Knotenzahl  und Maximalgrad

¬
$

U
(
_
!U

 .
Satz 2.21 Ist  ein Graph mit Knotenzahl  und Maximalgrad é w_' , so gilt
die totalchromatische Vermutung     	 ^ oﬂ 
 .
Satz 2.22 Ist  ein Graph mit Knotenzahl  und Maximalgrad ÷ $  U ( , so gilt
die totalchromatische Vermutung   ﬀ	 ^ oﬂ 
 .
Bipartite und vollsta¨ndig Â -partite Graphen
Bipartite und vollsta¨ndig  -partite Graphen wurden bereits in Abschnitt 2.1.2 defi-
niert. Ist  ein bipartiter Graph, so lassen sich die Knoten von  , wie zu Beginn des
Kapitels erwa¨hnt, mit zwei Farben fa¨rben; mit Hilfe eines Ergebnisses zur Listen-
kantenfa¨rbung bipartiter Graphen (Satz 5.6) ko¨nnen die Kanten von  anschlie-
ßend so mit ﬁ	 Farben gefa¨rbt werden, dass sich eine zula¨ssige Totalfa¨rbung
des Graphen ergibt.
Satz 2.23 Ist  ein bipartiter Graph, so gilt die totalchromatische Vermutung
 
 
	
^
ﬂ

 .
Fu¨r vollsta¨ndig  -partite Graphen konnte Yap [109] die Vermutung 2.3 besta¨tigen.
Satz 2.24 Ist o+ xzyKÊµ{ÌËÌËÌË { y Í ein vollsta¨ndig  -partiter Graph, so gilt die totalchro-
matische Vermutung  & ﬀ? ^ ﬂ 
 .
Planare Graphen
Beschra¨nkt man sich bei der Untersuchung der totalchromatischen Zahl auf planare
Graphen, so ist die totalchromatische Vermutung fast vollsta¨ndig bewiesen: Einzig
fu¨r planare Graphen mit Maximalgrad ø+ G und Knotenzahl  ¿ ' steht ein
Beweis noch aus.
Zuna¨chst konnte Borodin [18] im Jahr  d % d zeigen, dass die totalchromatische Ver-
mutung fu¨r alle planaren Graphen mit Maximalgrad é d gilt. Der Fall [+c% ist
von Jensen und Toft [71] 1995 besta¨tigt worden, und der Fall ¿+ 3 folgte  ddd
24
2.2. TOTALFA¨RBUNG
von Sanders und Zhao [92]; dieses letzte Ergebnis la¨sst sich jedoch auch mit den
Beweismethoden von Jensen und Toft und Satz 2.14 u¨ber die Kantenfa¨rbung pla-
narer Graphen herleiten (siehe Gottschalk [49]). Gottschalk [49] bemerkte schließ-
lich im gleichen Jahr, dass man ebenfalls mit Hilfe eines Ergebnisses der Kan-
tenfa¨rbung, na¨mlich mit dem in Kapitel 3 bewiesenen Korollar 3.3, die totalchro-
matische Vermutung fu¨r alle Graphen mit Maximalgrad ¿+ G und kleiner Kno-
tenzahl (inzwischen Knotenzahl »^  ( ) besta¨tigen kann. Da sie zusa¨tzlich fu¨r alle
Graphen mit Maximalgrad  ^)' gilt, folgt Satz 2.25.
Satz 2.25 Ist  ein planarer Graph der Ordnung  mit Maximalgrad  und gilt
Æp+
G oder q^  ( , so gilt die totalchromatische Vermutung     	 ^ ﬂ 
 .
Fu¨r die in Satz 2.25 noch nicht enthaltenen planaren Graphen gilt zumindest eine
obere Schranke, die der totalchromatischen Vermutung schon recht nahe kommt.
Dieses Ergebnis stammt von Borodin [18].
Satz 2.26 Ist  ein planarer Graph mit Maximalgrad [+ G , so gilt
 
 
	
^
ﬂ
$
+
d
4
Tabelle 6.2 in Kapitel 6 gibt noch einmal eine ¨Ubersicht u¨ber die Graphenklassen,
fu¨r die die totalchromatische Vermutung bereits besta¨tigt ist.
2.2.3 Exakte Werte fu¨r die totalchromatische Zahl
Wa¨hrend im vorangegangenen Abschnitt einige Graphenklassen vorgestellt wur-
den, fu¨r die die totalchromatische Vermutung     	 ^ ﬁ	7ﬂ 
 besta¨tigt ist,
werden nun Graphen und Graphenklassen behandelt, fu¨r die der Wert    bereits
genau angegeben werden kann.
Graphen mit kleinem Maximalgrad
Zuna¨chst werden Graphen mit kleinem Maximalgrad betrachtet. Ist  ein zusam-
menha¨ngender Graph mit Maximalgrad ¿+© , so gilt  + x
<
und  ist offen-
sichtlich vom Typ 
 . Gilt [+ 
 , so ist  ein Weg oder ein Kreis; fu¨r diese beiden
Graphenklassen kann die totalchromatische Zahl ebenfalls problemlos angegeben
werden.
Satz 2.27 Jeder Weg ñ&y mit |  $ ist vom Typ  .
Satz 2.28 Fu¨r einen Kreis 0  gilt
 
 

0

ª+
«
$ falls ;Þa  modulo $ 
( falls ;Þ  oder 
  modulo $ 54
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Graphen mit großem Maximalgrad
Auch fu¨r Graphen mit großem Maximalgrad ist der totalchromatische Index be-
kannt. Der Beweis fu¨r vollsta¨ndige Graphen stammt von Behzad, Chartrand und
Cooper [10].
Satz 2.29 Fu¨r einen vollsta¨ndigen Graph x  gilt
 
 

x

N+ «
 falls  ungerade

ﬂO falls  gerade.
Die totalchromatische Zahl vollsta¨ndiger Graphen verha¨lt sich also genau entge-
gengesetzt zu ihrem chromatischen Index: Wa¨hrend die vollsta¨ndigen Graphen ge-
rader Knotenzahl zur Klasse  und diejenigen ungerader Knotenzahl zur Klasse 

geho¨ren, sind erstere vom Typ 
 und letztere vom Typ  .
Aus Satz 2.29 folgt unmittelbar, dass auch alle nicht vollsta¨ndigen Graphen unge-
rader Knotenzahl  mit Maximalgrad ¯_  zum Typ  geho¨ren, da sie Teilgraphen
des vollsta¨ndigen Graphen x  sind. Nicht vollsta¨ndige Graphen gerader Knoten-
zahl  mit Maximalgrad 7_  werden im folgenden Satz von Hilton [63] behandelt.
Der Beweis dieses sowie des Satzes 2.31 ist auch bei Yap [109] zu finden. Dabei
wird das Komplement  eines Graphen  benutzt, fu¨r das e  ?;+ e 	 und
2
 ?t+
I
¤Pkwg¤

k´W§e
? und ¤Pk UW 2 	 J gilt.
Satz 2.30 Ist  ein Graph der Ordnung 
i| mit Maximalgrad é+ 
i|§_  , so ist
 genau dann vom Typ  , wenn È 2  ? È ﬂ} ?7 | gilt.
Satz 2.31 und 2.32 schließlich behandeln Graphen der Ordnung  mit Maximalgrad
 +
;_¶
 . Das Ergebnis fu¨r Graphen gerader Ordnung stammt von Chen und Fu
[29], das fu¨r Graphen ungerader Ordnung von Yap, Chen und Fu [111].
Satz 2.31 Ist  ein Graph mit 
i| Knoten und Maximalgrad [+ 
i|;_>
 , so ist 
genau dann vom Typ 
 , wenn  + å
<
y
¡
<8
å
<
ist, wobei åÕy fu¨r |W´Y einen Stern
mit | Knoten und |ﬁ_  Kanten bezeichnet.
Satz 2.32 Ist  ein Graph der Ordnung 
i| ﬂ mit Maximalgrad ø+ 
i|Z_ 
und k ein Knoten mit Minimalgrad in  , so ist  genau dann vom Typ  , wenn
È
2
 
_k

È
ﬂ}

 
_>k
7
| gilt.
Zum na¨chsten Fall ﬁ?9+ ÈÌe 	 È_ $ gibt es bisher nur Ergebnisse fu¨r regula¨re
Graphen. Mit den beiden Sa¨tzen 2.33 und 2.34 von Dugdale und Hilton [37] bezie-
hungsweise Chetwynd und Hilton (siehe Yap [108]) ergibt sich Satz 2.46 u¨ber den
totalchromatischen Index  w_ $  -regula¨rer zirkulanter Graphen der Ordnung  .
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Satz 2.33 Ist  ein  
i|ﬁ_ $  -regula¨rer Graph mit gerader Knotenzahl 
i| , |  $ ,
so ist  genau dann vom Typ  , wenn  die Vereinigung gerader Kreise ist. Fu¨r
|
+

 ist  vom Typ 
 .
Satz 2.34 Ist  ein  
i|»_*
  -regula¨rer Graph mit ungerader Knotenzahl 
i| ﬂc ,
|

, so ist  genau dann vom Typ  , wenn x
æ
ï
 gilt.
Bipartite Graphen
In Satz 2.35 werden vollsta¨ndig bipartite Graphen bezu¨glich ihrer totalchromati-
schen Zahl untersucht. Das Ergebnis stammt von Behzad, Chartrand und Cooper
[10].
Satz 2.35 Fu¨r einen vollsta¨ndig bipartiten Graph xsÃﬃ{ y mit Maximalgrad  gilt
 
 

x
Ãﬃ{ y
ª+
«
ﬂa falls V p+ |
ﬂ

 falls V + | 4
Aus Satz 2.35 folgt unmittelbar, dass alle bipartiten Graphen  mit Knotenmenge
Å
8qÇ
und È Å È p+ È
Ç
È vom Typ  sind. Fu¨r balancierte bipartite Graphen — al-
so bipartite Graphen mit È Å È + È
Ç
È—, die nicht vollsta¨ndig bipartit sind, liefert
Satz 2.35 kein Ergebnis; die beiden folgenden Sa¨tze 2.36 von Chen, Dong, Liu und
Huang [28] beziehungsweise 2.37 von Xu [106] geben jedoch weitere Charakteri-
sierungen bipartiter Typ-  -Graphen an.
Satz 2.36 Ist ù ï xsy{ y mit |  ' , so dass der Graph ú+ xzyK{ y`_ 2  ù  ein

|»_*


-regula¨rer Graph ist, so ist  genau dann vom Typ  , wenn ù einen Kreis
09û
entha¨lt.
Ein Knoten k;W§e 	 mit  P k N+uﬁ	 sei Maximalknoten genannt.
Satz 2.37 Es sei ²+èüÅ 8qÇ  2  ein bipartiter Graph, der keine benachbarten
Maximalknoten entha¨lt. Außerdem sei die La¨nge eines ku¨rzesten Weges zwischen
zwei Maximalknoten ¤ l  ¤ m W Å beziehungsweise É l  É m W
Ç
immer j% . Dann
ist  vom Typ  .
Vollsta¨ndig Â -partite Graphen
Vollsta¨ndig  -partite Graphen xsyÊµ{ÌËÌËÌË { yÍ erfu¨llen nach Satz 2.24 die totalchroma-
tische Vermutung. Ist zudem die Knotenzahl
Ñ
Î
lÓÒ
¢
|£l ungerade, so kann die to-
talchromatische Zahl mit dem folgenden Satz, der unabha¨ngig voneinander von
Chew und Yap [33] sowie von Hoffman und Rodger [67] bewiesen wurde, exakt
angegeben werden.
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Satz 2.38 Alle vollsta¨ndig  -partiten Graphen x yÊµ{ÌËÌËÌË { yÍ mit ungerader Knoten-
zahl geho¨ren zum Typ  .
Fu¨r vollsta¨ndig  -partite Graphen mit gerader Knotenzahl gibt es bisher kein allge-
meines Ergebnis; allerdings konnte Bermond [13] die totalchromatische Zahl aller
balancierten vollsta¨ndig  -partiten Graphen bestimmen.
Satz 2.39 Ist x  |  ein balancierter vollsta¨ndig  -partiter Graph, so gilt
 
 

x
i
|
N+ «
ﬂ

 falls ?+ 
 oder  gerade und | ungerade
ﬂa !ý
|

á
4
Nicht balancierte vollsta¨ndig $ -partite oder ( -partite Graphen wurden von Chew
und Yap [33] beziehungsweise von Dong und Yap [36] untersucht. Insgesamt erha¨lt
man das folgende Ergebnis.
Satz 2.40 Jeder nicht balancierte vollsta¨ndig  -partite Graph mit 
^  ^ ( ist
vom Typ  .
Offen ist hier also nur noch der Fall der nicht balancierten vollsta¨ndig  -partiten
Graphen xsyÊµ{ÌËÌËÌË { yÍ mit · ' und
Ñ
Î
lÓÒ
¢
|£l gerade.
Zirkulante Graphen
Zirkulante Graphen
0


¢
444Ú
Î
 wurden bereits in Abschnitt 2.1.2 definiert (sie-
he Seite 16). Fu¨r einige dieser Graphen ist die totalchromatische Zahl bereits be-
kannt:  -regula¨re zirkulante Graphen
07<
y

|
 zum Beispiel werden von | unabha¨n-
gigen Kanten induziert und geho¨ren somit zum Typ 
 . Die Menge der 
 -regula¨ren
zirkulanten Graphen
0

° mit  Û  U 
 besteht aus Kreisen, deren totalchroma-
tische Zahl in Satz 2.28 angegeben ist, wa¨hrend die Menge der zirkulanten Gra-
phen
0

µ


444i

U

i
 mit Maximalgrad ¶_  die Menge der vollsta¨ndigen
Graphen ist; sie sind somit genau dann vom Typ  , wenn  ungerade ist (siehe Satz
2.29). Auch  z_
  -regula¨re zirkulante Graphen 0 < y µ 
 444i |`_ ! sind bereits
bezu¨glich ihrer totalchromatischen Zahl klassifiziert: Nach Satz 2.31 ist unter ihnen
nur der Graph
09û
µ!

+
09û
vom Typ 
 .
Im Folgenden wird die Klasse der zirkulanten Graphen mit Maximalgrad $ sowie
die der zirkulanten Graphen  mit Maximalgrad ÈÌe ? È!_ $ bezu¨glich ihrer total-
chromatischen Zahl untersucht. Dabei sei der Index ¾ eines Knotens kl oder einer
Kante l in einem zirkulanten Graph
0


¢
444Ú
Î
 immer modulo  zu verstehen,
es sei denn, es wird etwas anderes angegeben.
Ist  ein zirkulanter Graph mit Maximalgrad $ , so muss + 
 und 
<
+

U


gelten; somit ist die Knotenzahl gerade, und  hat die Form
0
<
y

|
 mit  WﬁY ,
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^

Û
| . Um Satz 2.44 u¨ber die Totalfa¨rbung zirkulanter Graphen mit Ma-
ximalgrad $ zu beweisen, sind die folgenden Eigenschaften zirkulanter Graphen
hilfreich. Dabei sei ein zirkulanter Graph, wenn nicht anders angegeben, der ein-
facheren Beschreibung wegen immer so dargestellt, dass seine Knoten kreisfo¨rmig
angeordnet sind.
Lemma 2.41 ist einem Artikel von Hattingh [61] entnommen und basiert auf Er-
gebnissen von Broere [24].
Lemma 2.41 Ist fu¨r den zirkulanten Graph þ+ 0   ¢ 444!Ú Î  die Zahl  der
gro¨ßte gemeinsame Teiler von  ¢ 444!Ú Î und  , so hat  genau  Komponenten,
die alle isomorph zum Graph
0
!ß 

¢
Ui444!Ú
Î
Ui sind.
Beweis. Die Knoten von  seien im Uhrzeigersinn mit kÜ 444! k ¡£¢ durchnumme-
riert. Mit  m sei fu¨r Ý +  444Ú _  der Teilgraph von  bezeichnet, der von den
Knoten k l   ÖTm mit z^¼¾N^> Ui _  aufgespannt wird.
Zuna¨chst wird gezeigt, dass  m fu¨r jedes Ý +  444!Ú _  zusammenha¨ngend ist.
Es seien k und k à zwei Knoten aus  m ; dann gilt  _Zá + ¾  fu¨r eine Zahl ¾¦W¶ .
Da nun + ââã  ¢ 444!Ú Î    gilt, gibt es Zahlen  ¢ 444! Î Ö ¢ Wﬁ mit
Ł+u
¢

¢
ﬂO444iﬂ¼
Î

Î
ﬂ}
Î
Ö
¢

4
Somit erha¨lt man
³+
á
ﬂu
¾

¢

¢
ﬂO444iﬂu
¾

Î

Î
ﬂu
¾

Î
Ö
¢



und diese Gleichung kann benutzt werden, um eine Kantenfolge von k à zu k zu
beschreiben.
Als na¨chstes wird gezeigt, dass alle Kanten von  in einem der Teilgraphen  m
enthalten sind. Es sei  + k

k
à eine beliebige Kante in  ; dann gilt  _aáÞ
ß

l
 modulo   fu¨r ein ¾ +Ï444 . Da jedoch  È  l und  ÈP gilt und somit

Þcá
 modulo  ist, liegen die Knoten k

und k à beide im gleichen Teilgraph  m ,
und die Kante  ist somit in  m enthalten.
Also besteht  aus genau  Komponenten, die den oben definierten  Teilgraphen

m entsprechen. Es sei nun fu¨r einen beliebigen dieser Teilgraphen die Bijektion

g@e

m

h e

0
!ß 

¢
Ui444!Ú
Î
Uit+
I
É
Ü
444!
É
ß ×¡£¢
J
definiert durch


k
l
 
ÖTm
¶+
Él . Da zwei Knoten k
lÊ
 
ÖTm
und k
l
 
ÖTm
in  genau
dann benachbart sind, wenn  ¾ ¢ Ùﬂ Ý  _  ¾
<
Ùﬂ
Ý

Þ ß

Ã
 modulo   fu¨r ein
V W
I
444
J gilt und somit ¾ ¢ _)¾
<
ÞÏß

Ã
Ui¦ modulo   ist, also ÉlÊ und
É
l in
0
!ß 

¢
Uiü444Ú
Î
Ui benachbart sind, ist

adjazenzerhaltend. Also gilt


+

0
!ß 

¢
Ui444!Ú
Î
Ui
. 
Als Beispiel fu¨r Lemma 2.41 sind in Abbildung 2.2 drei nicht zusammenha¨ngende
zirkulante Graphen mit Maximalgrad $ dargestellt. Die Komponenten der Graphen
sind dabei jeweils durch unterschiedliche Stricharten gekennzeichnet.
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PSfrag replacements
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Abbildung 2.2: Nicht zusammenha¨ngende, $ -regula¨re zirkulante Graphen.
In Lemma 2.42 wird eine Methode zur Untersuchung der Isomorphie zirkulanter
Graphen entwickelt (siehe auch ´Ada´m [1]).
Lemma 2.42 Fu¨r eine Zahl |[WuY mit |jÞ¿V  modulo   , V W  , sei  |  
folgendermaßen definiert:

|


+
«
V falls V]^> U 

w_>V sonst 4
Es sei  WﬁY mit ââã ﬀ  t+ eine zu  teilerfremde Zahl. Dann gilt: 0   ¢ 444Ú Î  +
0


¢


444!!
Î



.
Beweis. Es seien o+
0


¢
444Ú
Î
 und ¨+
0


¢


444!!
Î



. Die Kno-
ten von  und   seien jeweils im Uhrzeigersinn mit kÜ 444 k ¡£¢ durchnumme-
riert. Sind kl  km zwei beliebige adjazente Knoten in  , so gilt ¾i_³Ý·Þcß Kà£ modulo

 fu¨r ein á mit  ^#á¯^  und damit auch  ¾t_  Ý»Þ²ß Kà Þ ß Kà    modulo


, das heißt, die Knoten k)
l

kﬂ)
m
sind in ¨ adjazent. Werden nun die Knoten von
 umbenannt durch kä + É*)ﬀä fu¨r H +  444! q_  , so ist

g e
?
h e
¨
mit


Éﬃä
t+
kä fu¨r H +  444 ³_  eine adjazenzerhaltende, bijektive Abbildung
und die Graphen  und ¨ sind isomorph. 
In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel fu¨r
0
¢
Ü




'


+
0
¢
Ü


§Ø
$

¢
Ü
!
'§Ø
$

¢
Ü
*+
0
¢
Ü

(

'
 angegeben.
Lemma 2.43 beschreibt die Struktur $ -regula¨rer zirkulanter Graphen. Diese Struk-
tur wird auch in einer ku¨rzlich unabha¨ngig erschienenen Arbeit von Davis und
Domke [34] mit einem anderen Ansatz bestimmt.
Lemma 2.43 Es sei
07<
y

|
 ein
$
-regula¨rer zirkulanter Graph mit ââã P | t+

,

^

^

. Ist z+a H und | +a V , so gilt
0
<
y

|


+
«

07<
Ã
µ
V
 falls H ungerade

07<
Ã




V
 falls H gerade 4
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PSfrag replacements
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Abbildung 2.3:
0
¢
Ü




'
 ist isomorph zu
0
¢
Ü

(

'

.
Beweis. Nach Lemma 2.41 gilt
0 <
y
P
|


+

0 <
Ã

H

V

. Ist H ungerade, so folgt
aus Lemma 2.42 wegen ââã  H  
iV N+j und H Û V unmittelbar
07<
Ã
µ
V


+
07<
Ã

H
!
H@V

<
Ã
N+
07<
Ã

H

V
54
Ist H gerade, so ist V ungerade. Es sei H + 

à
 mit  áWﬁY und  ungerade. Dann
gilt ââã ﬀ 
iV t+ , also
07<
Ã



à

V


+
07<
Ã



à

<
Ã

V


+
07<
Ã

H

V
54
Gilt á +² , so ist die Behauptung damit bewiesen. Ist hingegen áð¬  , so sei  +
V
ﬂ


à
¡£¢
; da V und somit auch  ungerade ist, gilt nun wiederum ââã    
iV t+ ,
und es folgt
07<
Ã




V


+
07<
Ã


i

<
Ã

V


+
07<
Ã


iV
ﬂ


à

<
Ã

V


+
07<
Ã



à

V
54
Also ergibt sich
07<
Ã

H

V


+
07<
Ã




V

, womit der Satz bewiesen ist. 
Mit den vorangegangenen Lemmata la¨sst sich nun die totalchromatische Zahl aller
zirkulanten Graphen mit Maximalgrad $ ermitteln.
Satz 2.44 Es sei 07< y P |  mit  W>Y ,  ^  Û | ein zirkulanter Graph mit Ma-
ximalgrad $ ; dabei gelte ââã P | +j , ;+j H und | +j V . Dann ist
07<
y

|

genau dann vom Typ  , wenn H gerade und der Graph nicht isomorph zum Graph

0
¢
Ü




'
 ist. In allen anderen Fa¨llen ist
07<
y

|
 vom Typ 
 .
Beweis. Nach Lemma 2.43 sind zwei Fa¨lle zu unterscheiden: Ist H ungerade, so
gilt
07<
y
P
|


+

07<
Ã
µ
V
 ; ist H gerade, so gilt
07<
y
P
|


+

07<
Ã




V

. Da
die totalchromatische Zahl eines nicht zusammenha¨ngenden Graphen gleich dem
Maximum der totalchromatischen Zahlen seiner Komponenten ist, muss nur der
Fall ;+  betrachtet werden. Es sind also zwei Arten zirkulanter Graphen zu
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untersuchen: Die Graphen
0 <
Ã
µ
V
 und die Graphen
0 <
Ã




V

. Alle Graphen
07<
Ã
µ
V
 mit 
j^ÏV ^ø' sind in Abbildung 2.4 dargestellt; Abbildung 2.5
zeigt jeweils zwei Darstellungen aller zusammenha¨ngenden Graphen 07< Ã  
  V 
mit $ ^oV ^3 . An der jeweils unteren Darstellung la¨sst sich die Struktur dieser
Graphen besonders gut erkennen: Sie bestehen aus zwei Kreisen
0
Ã , bei denen
sich entsprechende Knoten durch eine zusa¨tzliche Kante verbunden sind.
PSfrag replacements
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
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
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
Abbildung 2.4: Alle Graphen
0 <
Ã
µ
V
 mit 
·^¼V]^)' .
PSfrag replacements
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3

Abbildung 2.5: Je 
 Darstellungen aller zusammenha¨ngender Graphen
07<
Ã




V

mit $ ^}V]^½3 .
Es wird nun gezeigt, dass alle Graphen
07<
Ã
µ
V
 sowie der Graph
0
¢
Ü




'

vom Typ 
 und alle zusammenha¨ngenden Graphen
0
<
Ã




V
 mit Ausnahme von
Graph
0
¢
Ü




'
 vom Typ  sind.
Zuna¨chst sei  +
07<
Ã
µ
V
 mit V  
 ; der Graph besteht aus einem Kreis
07<
Ã und V unabha¨ngigen Kanten, den Speichen des Graphen. Die Knoten seien
im Uhrzeigersinn mit kÜ 444 k
<
Ã
¡£¢ benannt. Wird im Folgenden eine Speiche
k
l
k
lÓÖÕÃ betrachtet, so ist mit dem vorangehenden Knoten auf dem Kreis 0 < Ã in
32
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Bezug auf diese Speiche der Knoten k l ¡£¢ gemeint, wa¨hrend die vorletzte Kante auf
07<
Ã die Kante kil ¡
<
kl
¡£¢ bezeichnen soll. Die vorige Speiche ist dann die Speiche
kil
¡£¢
kl
¡£¢
ÖÕÃ .
Angenommen,  habe eine ( -Totalfa¨rbung f mit den Farben  444! $ . Ohne Be-
schra¨nkung der Allgemeinheit sei  die Farbe von k ¢ ,  die Farbe von k ¢ kÜ und 

die Farbe von k ¢ k
<
. Die Speiche k ¢ k ¢ ÖÕÃ muss dann mit der Farbe $ gefa¨rbt sein. In
Abha¨ngigkeit von diesen festgelegten Farben gibt es nun genau drei unterschiedli-
che Mo¨glichkeiten, welche Farbe die auf k ¢ k ¢ ÖÕÃ folgende Speiche k
<
k
<
ÖÕÃ besitzt:
a) f  k < k < ÖÕÃ ¦+ f  k ¢ k ¢ ÖÕÃ ³+ $ , das heißt, die Speiche hat die gleiche Farbe
wie die vorige Speiche. In diesem Fall muss k
<
mit der Farbe  und k
<
k
æ
mit der Farbe  gefa¨rbt sein. Des Weiteren ergibt sich f  k ¢ ÖÕÃ  W
I


KJ und
f

k
<
ÖÕÃ

W
I



KJ , und fu¨r die Kanten k ¢ ÖÕÃﬃk
<
ÖÕÃ , kiÃÄk ¢ ÖÕÃ und k
<
ÖÕÃÄk
æ
ÖÕÃ
sind jeweils noch die Farben  ,  und 
 mo¨glich (siehe Abbildung 2.6, Fall
T ).
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Abbildung 2.6: Die drei mo¨glichen Farbgebungskombinationen.
Fu¨r die anschließenden ¨Uberlegungen ist noch die folgende Besonderheit
wichtig: Steht bereits fest, dass die Kante k ¢ ÖÕÃÄk
<
ÖÕÃ die Farbe  erha¨lt, also
die auf den Knoten k ¢ ÖÕÃ folgende Kante mit der gleichen Farbe wie der
Knoten k ¢ gefa¨rbt ist, so folgt f  k
<
ÖÕÃ
¦+

 und damit f  k
<
ÖÕÃ¦k
æ
ÖÕÃ
¨+é ;
also ist in diesem Fall auch die auf den Knoten k
<
ÖÕÃ folgende Kante genauso
gefa¨rbt wie der Knoten k
<
.
b) f  k < k < ÖÕÃ r+ f  kÜQk ¢ r+[ , das heißt, die Speiche hat die gleiche Farbe wie
die vorletzte Kante auf dem Kreis
07<
Ã . Dann muss k
<
die Farbe $ und k
<
k
æ
die Farbe  besitzen. Da außerdem sowohl fu¨r k
<
ÖÕÃ als auch fu¨r k ¢ ÖÕÃÄk
<
ÖÕÃ
nur noch die Farben  und 
 mo¨glich sind, eines dieser beiden Elemente also
mit 
 gefa¨rbt sein muss, bleibt fu¨r k ¢ ÖÕÃ nur noch die Farbe  . Fu¨r k
<
ÖÕÃÄk
æ
ÖÕÃ
ergibt sich die Farbe $ , und kÃÄk ¢ ÖÕÃ muss entweder mit  oder mit 
 gefa¨rbt
sein (siehe Abbildung 2.6, Fall  ).
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c) f  k < k < ÖÕÃ N+ f  k ¢ N+  , das heißt, die Speiche hat die gleiche Farbe wie der
vorangehende Knoten auf dem Kreis
07<
Ã . In diesem Fall sind fu¨r den Kno-
ten k
<
ebenso wie fu¨r die Kante k
<
k
æ
zuna¨chst noch die beiden Farben  und
$
mo¨glich. Wa¨re jedoch k < mit $ und k < k æ mit  gefa¨rbt, so mu¨ssten sowohl
die Knoten k ¢ ÖÕÃ und k
<
ÖÕÃ als auch die Kante k ¢ ÖÕÃÄk
<
ÖÕÃ mit einer der bei-
den Farben  und 
 gefa¨rbt sein, was nicht mo¨glich ist. Also gilt f  k
<
Ä+ 
und f  k
<
k
æ
¯+
$
. Da eines der beiden Elemente k ¢ ÖÕÃ und k ¢ ÖÕÃ¦k
<
ÖÕÃ die
Farbe 
 haben muss, bleibt fu¨r k
<
ÖÕÃ nur noch die Farbe $ . Fu¨r k Ã k ¢ ÖÕÃ er-
gibt sich die Farbe  , und k
<
ÖÕÃ¦k
æ
ÖÕÃ muss entweder mit  oder mit 
 gefa¨rbt
sein (siehe Abbildung 2.6, Fall f  ).
Angenommen, in der ( -Totalfa¨rbung von  tritt nur Fall T auf, das heißt, fu¨r
jeden Knoten k l gilt f  k lÓÖ ¢ k lÓÖ ¢ ÖÕÃ ¦+ f  k l k lÓÖÕÃ  . Dann haben alle Speichen von
 die selbe Farbe und der a¨ußere
07<
Ã des Graphen ist $ -totalgefa¨rbt, was nur fu¨r

iVÀÞ#
 modulo $  mo¨glich ist. Ist 
iV jedoch durch $ teilbar und fa¨rbt man den
07<
Ã mit drei Farben, so erhalten die in  benachbarten Knoten kl und klÓÖÕÃ fu¨r
jedes ¾ +  444! 
iVÀ_  die gleichen Farben, was nicht zula¨ssig ist. Also muss
mindestens einer der Fa¨lle  oder f  in der Fa¨rbung von  auftreten.
Angenommen, Fall  tritt in der ( -Totalfa¨rbung auf, es gibt also einen Knoten
kl³W½e
?
, so dass die zu klÓÖ ¢ inzidente Speiche kl×Ö ¢ klÓÖ ¢ ÖÕÃ die gleiche Farbe
wie die Kante kl ¡£¢ kl hat. Nach Abbildung 2.6, Fall  — dort ist ¾ +Ï — gilt
in diesem Fall immer f  k lÓÖ ¢ ÖÕÃ k lÓÖ
<
ÖÕÃ
`+
f

k
lÓÖ
¢

. Wu¨rde nun auf Fall  der
Fall f  folgen, die na¨chste Speiche klÓÖ
<
klÓÖ
<
ÖÕÃ also genauso wie der vorangehen-
de Knoten klÓÖ ¢ gefa¨rbt werden, so erhielte diese Speiche somit die gleiche Farbe
wie die benachbarte Kante kilÓÖ ¢ ÖÕÃﬃklÓÖ
<
ÖÕÃ , was nicht zula¨ssig ist. Also ko¨nnen
fu¨r drei aufeinanderfolgende Speichen nicht die zweite nach Fall  und die dritte
nach Fall f  gefa¨rbt werden. Angenommen, auf den Fall  folgt ein Fall ° . Da
f

klÓÖ
¢
ÖÕÃ¦klÓÖ
<
ÖÕÃ
t+
f

klÓÖ
¢
 gilt, also die auf den Knoten klÓÖ ¢ ÖÕÃ folgende Kante
die gleiche Farbe wie der Knoten klÓÖ ¢ hat, ergibt sich — wie in der obigen Fallun-
terscheidung unter Fall ° erla¨utert — f  klÓÖ
<
ÖÕÃÄklÓÖ
æ
ÖÕÃ
¯+
f

klÓÖ
<
 ; somit kann
die na¨chste Speiche klÓÖ
æ
kilÓÖ
æ
ÖÕÃ wieder nicht nach Fall f  gefa¨rbt werden. Also
gilt: Da Fall  auftritt, kann keine Speiche nach Fall f  gefa¨rbt werden. Anderer-
seits gilt jedoch in Fall  immer f  klÓÖ ¢ kl×Ö ¢ ÖÕÃ ª+ f  kl×ÖÕÃ  (siehe Abbildung 2.6,
Fall  ), es ist also die zum Knoten k l×Ö ¢ ÖÕÃ inzidente Speiche mit der gleichen Far-
be wie der vorangehende Knoten klÓÖÕÃ und somit nach Fall f  gefa¨rbt, woraus sich
ein Widerspruch ergibt.
Somit tritt Fall  in der ( -Totalfa¨rbung nicht auf, und da wie bereits gezeigt nicht
alle Speichen nach Fall T gefa¨rbt sein ko¨nnen, muss Fall f  auftreten. Es gibt
also einen Knoten kilrWZe 	 mit f  klÓÖ ¢ klÓÖ ¢ ÖÕÃ ﬃ+ f  kl  . Dann gilt jedoch nach
Abbildung 2.6, Fall f  auch f  klÓÖ ¢ kl×Ö ¢ ÖÕÃ N+ f  kil ¡£¢ ÖÕÃ¨kl×ÖÕÃ  ; somit hat die zum
Knoten klÓÖ ¢ ÖÕÃ inzidente Speiche die gleiche Farbe wie die vorletzte Kante auf
dem Kreis
07<
Ã und ist daher nach Fall  gefa¨rbt, was wiederum zum Widerspruch
fu¨hrt. Somit ist der Graph  nicht ( -totalfa¨rbbar.
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Dass  & 	 ^ ﬁ	ﬃﬂ 
 + ' gilt, folgt aus Satz 2.20. Eine ' -Totalfa¨rbung
kann wie folgt angegeben werden: Zuna¨chst erhalten die V unabha¨ngigen Kan-
ten klkl×ÖÕÃ die Farbe ( . Ist V ungerade, so ko¨nnen die Elemente des a¨ußeren
07<
Ã im Uhrzeigersinn abwechselnd mit den Farben   
  $   444 gefa¨rbt wer-
den und man erha¨lt eine ' -Totalfa¨rbung von  . Ist V gerade, so fa¨rbt man nur
die Elemente k ¢  k ¢ k
<
444!
kiÃ und kÃÄkÃ7Ö ¢ in der oben beschriebenen Weise und
fa¨hrt bei den u¨brigen Elementen mit der Farbfolge    $  
 444 
 fort. Damit
ist sichergestellt, dass zwei Knoten k l und k lÓÖÕÃ unterschiedliche Farben erhalten,
und der Graph ist zula¨ssig gefa¨rbt (als Beispiel sind in Abbildung 2.7 jeweils ' -
Totalfa¨rbungen der Graphen
05
µ
$
 und
06
µ
(
 angegeben).PSfrag replacements
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Abbildung 2.7: ' -Totalfa¨rbung von
05
µ
$
 und
06
µ
(

.
Die Graphen
07<
Ã
µ
V
 sind somit alle vom Typ 
 .
Nun sei +
0
¢
Ü




'
 der Graph, der aus zwei Kreisen
076
mit den Knotenmengen
I
k
¢
444!
k
6
J und
I
É
¢
444
É
6
J besteht, bei denen die sich entsprechenden Knoten
k
l und É l jeweils durch eine Speiche k l É l verbunden sind. Die Kanten k l k l×Ö ¢
beziehungsweise ÉlÉlÓÖ ¢ seien mit l beziehungsweise  
l
benannt.
Angenommen,  habe eine ( -Totalfa¨rbung f mit der Eigenschaft, dass keine zwei
Kanten l  l×Ö
<
oder  
l



lÓÖ
< die gleiche Farbe erhalten. Dann mu¨sste der Graph
¨
, der entsteht, wenn man in den Totalgraph ô 
0
6
 eines ' -Kreises mit der Kno-
tenmenge e   §+
I
k
¢


¢

k
<


<
444
k
6


6
J zusa¨tzlich die Kanten lﬀlÓÖ
<
fu¨r
¾
+[444!
' einfu¨gt,
(
-knotenfa¨rbbar sein. Der Graph entha¨lt jedoch einen x 6 als
Teilgraph (siehe Abbildung 2.8) und ist somit nicht ( -knotenfa¨rbbar.
PSfrag replacements
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Abbildung 2.8: x
6
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.
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Damit gilt: In jeder ( -Totalfa¨rbung von  gibt es zwei Kanten  l   lÓÖ < oder  
m


m5Ö
<
mit gleicher Farbe. Ohne Einschra¨nkung seien  ¢ und 
æ
beide mit  gefa¨rbt. Die
Farben von k
<
und 
<
seien  beziehungsweise 
 . Dann mu¨ssen sowohl der Knoten
k
æ
als auch die Kante k
<
É
<
die letzte noch verbleibende Farbe $ besitzen, und k
æ
É
æ
ist mit Farbe  gefa¨rbt (siehe Abbildung 2.9). Somit bleiben fu¨r die drei Elemente
É
<
, É
æ
und   < + É
<
É
æ jeweils nur die beiden Farben  und 
 u¨brig, was nicht
mo¨glich ist. Also ist
0
¢
Ü




'
 nicht
(
-totalfa¨rbbar.
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'
 hat keine
(
-Totalfa¨rbung f mit f   ¢ t+ f  
æ

.
 & ﬀ
0
¢
Ü




'

^é' folgt wiederum aus Satz 2.20. Eine ' -Totalfa¨rbung kann wie
folgt angegeben werden: Man fa¨rbe die Knoten und Kanten k ¢   ¢  k
<
444

û

k
6
im Uhrzeigersinn abwechselnd mit den Farben  444! 
 und die Kante 
6
mit der
Farbe $ . Bei den Knoten und Kanten des anderen ' -Kreises verfahre man eben-
so, jedoch beim Knoten É < beginnend. Die verbleibenden Kanten werden mit der
Farbe ( gefa¨rbt. Somit ist gezeigt, dass
0
¢
Ü




'
 vom Typ 
 ist.
Es sei schließlich  ein zusammenha¨ngender Graph der Form
07<
Ã




V
 mit
V
p+
' ; da  zusammenha¨ngend ist, muss V ungerade sein. In den folgenden
drei Fa¨llen wird jeweils gezeigt, dass  eine ( -Totalfa¨rbung besitzt und somit
zu Typ  geho¨rt. Dabei sei  in jedem der drei Fa¨lle aus zwei Kreisen 0 ¢ und
07<
bestehend dargestellt, deren Knoten im Uhrzeigersinn mit k ¢ 444! kiÃ bezie-
hungsweise É ¢ 444 ÉÃ durchnummeriert sind und die durch die Speichen klÉl
fu¨r ¾ +j444 V miteinander verbunden werden.
1. V Þ\  modulo $  : Es sei V + $  mit ungeradem  . Eine ( -Totalfa¨rbung
von  kann wie folgt angegeben werden: Man fa¨rbt zuna¨chst die Elemen-
te von
0
¢ bei k ¢ beginnend im Uhrzeigersinn abwechselnd mit den Far-
ben   
   444 
 . Da die Ordnung des Kreises durch $ teilbar ist, ist
diese Fa¨rbung mo¨glich. In
07<
fa¨rbt man genauso, beginnt jedoch bei der
Kante É ¢ É
<
. Die verbleibenden Kanten klÉl ko¨nnen nun alle mit der Far-
be $ gefa¨rbt werden. Als Beispiel fu¨r eine ( -Totalfa¨rbung eines Graphen
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0 5





$
 mit ungeradem  ist in Abbildung 2.11, linkes Bild eine Fa¨rbung
des Graphen kleinster Ordnung,
05




$

, angegeben.
2. VXÞ º modulo $  : Es sei V + $ ³ﬂj mit geradem  . Eine mo¨gliche ( -
Totalfa¨rbung f von  ist die folgende: Man fa¨rbt zuna¨chst die ersten G  _ $
Elemente von
0
¢ bei k ¢ beginnend im Uhrzeigersinn abwechselnd mit den
Farben   
   444 
 ; die verbleibenden fu¨nf Elemente erhalten nun in
der gleichen Reihenfolge die Farben   $  
  und $ . In
07<
wird genauso
gefa¨rbt, allerdings beginnend mit der Kante É ¢ É
<
. Da bei dieser Fa¨rbung
fu¨r ¾ +j444 V eine Kante É l ¡£¢ É l immer die Farbe
f

É l
¡£¢
É l
t+
f

k l
¡£¢
ª+
f

k l k lÓÖ
¢

erha¨lt, wa¨hrend fu¨r die Farben des Knotens É l und der Kante É l É lÓÖ ¢ stets
f

Él
ª+
f

kl
¡£¢
kil
 und f  ÉlÉlÓÖ ¢ ª+ f  kl 
gilt (Abbildung 2.10), fehlt an zwei benachbarten Knoten kl und Él immer
die gleiche Farbe, welche fu¨r die Speiche kilÉl benutzt werden kann.
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Abbildung 2.10: An kl und Él fehlt immer die gleiche Farbe.
Als Beispiel fu¨r eine
(
-Totalfa¨rbung eines Graphen
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5
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$
=ﬂ,! mit
geradem  ist in Abbildung 2.11, mittleres Bild eine Fa¨rbung des Graphen
kleinster Ordnung,
0
¢
û




3

, angegeben.
3. VçÞÆ
  modulo $  : Es sei V + $ 	ﬂ 
 mit ungeradem  . Da der Graph
nicht isomorph zu
0
¢
Ü




'
 sein soll und V ungerade ist, gilt ? $ . Wieder
kann eine
(
-Totalfa¨rbung von  angegeben werden: Man fa¨rbt zuna¨chst die
ersten G  _¶G Elemente von
0
¢ bei k ¢ beginnend im Uhrzeigersinn abwech-
selnd mit den Farben   
   444 
 ; die verbleibenden zehn Elemente
erhalten nun in der gleichen Reihenfolge die Farben $    $  
    $  
 
und schließlich $ . In
07<
wird genauso gefa¨rbt, allerdings beginnend mit der
Kante É ¢ É
<
. Da wiederum ein Knoten kl ¡£¢ immer die gleiche Farbe wie
die Kante kilklÓÖ ¢ bekommt und diese Farbe auch an Él ¡£¢ Él und ÉlÓÖ ¢ auf-
tritt, fehlt an zwei Knoten kl und Él immer die gleiche Farbe, welche fu¨r
die Kante klÉl benutzt werden kann. Als Beispiel fu¨r eine ( -Totalfa¨rbung
eines Graphen
0
5

Ö
û




$
ﬂ


 mit ungeradem ¯ $ ist in Abbildung 2.11,
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rechtes Bild eine Fa¨rbung des Graphen kleinster Ordnung,
0 <<



!
, ange-
geben.
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Abbildung 2.11: ( -Totalfa¨rbungen von
05




$

,
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û
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3
 und
07<<



!
.
Somit sind die Graphen
07<
Ã




V
 mit Ausnahme des Graphen
0
¢
Ü




'
 alle vom
Typ  , und der Satz ist bewiesen. 
Ist  nun ein zirkulanter Graph mit Maximalgrad ÈÌe 	 È_ $ , so sind in der Dis-
tanzmenge
I

¢
444Ú
Î
J mit Ausnahme einer Zahl  alle Zahlen 444i  U 
i ent-
halten; dabei gilt  ^  Û  U 
 . Das folgende Lemma beschreibt die Struktur
solcher Graphen.
Lemma 2.45 Es sei  ein  _ $  -regula¨rer zirkulanter Graph der Ordnung  ,
dessen Distanzmenge die Menge
I
444i

U

iJNÐ
I

J ist; dabei sei ââã   ÚTt+a
mit  +a V und ·+a H . Dann gilt V  $ und


+
0

T

+

0
Ã
4
Beweis. Wegen ¼+¿ H Û  U 
 +¿ V U 
 und H ] gilt V  $ . Da der Graph
0

µ444

U

i
 isomorph zum vollsta¨ndigen Graph x  ist, gilt  +
0

°
. Mit
Lemma 2.41 ergibt sich somit  + 
0
Ã

H

. Da ââã  V  H ·+ú gilt, bilden die
Knoten kÜ  kä  k
<
ä
444
k
Ã
¡
ä des Graphen
0
Ã

H
 einen hamiltonschen Kreis
0
Ã ;
damit folgt  + 
0
Ã . 
Demnach besteht das Komplement  von  aus  Kreisen der Ordnung V . Mit
den Sa¨tzen 2.33 und 2.34 ergibt sich nun die totalchromatische Zahl aller  ;_ $  -
regula¨ren zirkulanten Graphen.
Satz 2.46 Ist  + 0  ° ein  ð_ $  -regula¨rer zirkulanter Graph mit ââã   ÚTt+
 und  +\ V , >+² H , so ist  genau dann vom Typ  , wenn V gerade ist oder
V
+
$
gilt und  ungerade ist. In allen anderen Fa¨llen ist  vom Typ 
 .
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Beweis. Zuna¨chst sei  gerade. Nach Lemma 2.45 gilt V  $ und  + 
0
Ã ;
Satz 2.33 von Dugdale und Hilton besagt somit, dass  genau dann vom Typ  ist,
wenn V gerade ist.
Nun sei  ungerade; dann muss auch  ungerade sein. Nach Lemma 2.45 gilt  +

0
Ã ; also entha¨lt  genau dann einen x
æ
als Teilgraph, wenn V + $ gilt. Nach
Satz 2.34 geho¨rt  somit genau fu¨r V + $ zu Typ  . 
Definiert man die Summe ½ﬂ  zweier Graphen  und  durch
e
½ﬂ

 +
e
	
8
e


 und
2
½ﬂ

 +
2
?
8
2



8
I
¤k`g¤»W»e
	 und kwW»e    J 
so kann man die Aussage von Lemma 2.45 erweitern auf


+

0
Ã

+
0
Ã
ﬂO444iﬂ
0
Ã
? @BA C
 Summanden
4
Hiermit la¨sst sich ein weiteres Ergebnis beweisen.
Satz 2.47 Ist  ein  ´_¶V  -regula¨rer zirkulanter Graph 0   ¢ 444ÚED
Ã
ß
<=F
 mit
ââã


Ú
¢
444!Ú
D
Ã
ß
<=F
º+÷ und  l +÷ Hl fu¨r ¾ +þ444! V U 
i , der die Eigen-
schaft hat, dass  +a V ist, so gilt
 
 
?t+,«
w_V
ﬂ

 falls Ł+ 
 oder  gerade und V ungerade
w_V
ﬂu ý
|

á
4
Beweis. Nach Lemma 2.45 gilt


+

0
Ã

H
¢
444
H
D
Ã
ß
<=F
5
also Hl + ¾ ; mit den auf Lemma 2.45 folgenden ¨Uberlegungen ergibt sich somit


+

xzÃ

+
xzÃ
ﬂa444iﬂ
xzÃ
? @BA C
 Summanden

+
:
Ã
ﬂO444iﬂ
:
Ã
? @BA C
 Summanden

+
x
ü
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Die totalchromatische Zahl balancierter vollsta¨ndig multipartiter Graphen ist be-
reits in Satz 2.39 angegeben; demnach ist  genau dann vom Typ 
 , wenn 7+ 

gilt oder  gerade und V ungerade ist. 
Planare Graphen
Wie in Abschnitt 2.2.2 dargestellt, konnte die totalchromatische Vermutung bisher
fu¨r fast alle planaren Graphen bewiesen werden. Fu¨r viele dieser Graphen  gilt
jedoch sogar  & 	;+þﬁ	7ﬂ[ . Dies konnte  d % d von Borodin [18] fu¨r alle
planaren Graphen mit Maximalgrad b© ( gezeigt werden;  dd3 wurde dieses
Ergebnis von Borodin, Kostochka und Woodall zuna¨chst auf ©o 
 und schließ-
lich auf ² erweitert [19, 20].
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Satz 2.48 Alle planaren Graphen mit Maximalgrad éc sind vom Typ  .
Setzt man zusa¨tzlich zur Planarita¨t eines Graphen  analog zu Satz 2.15 auch einen
Mindestwert fu¨r die Taillenweite  	 voraus, so erha¨lt man noch weitere Aussa-
gen u¨ber den Wert   ﬀ	 . Satz 2.49 stammt ebenfalls von Borodin, Kostochka und
Woodall [19, 21].
Satz 2.49 Ist  ein planarer Graph mit Maximalgrad  und Taillenweite  , so gilt
 
 
?t+uﬂa fu¨r ëì
ì
í
ì
ìî
²
3 und   (
²
' und   '
²
(
und   G
²
$
und  c  4
Fu¨r die schon in Abschnitt 2.1.2 definierten outerplanaren Graphen ist die total-
chromatische Zahl vollsta¨ndig bestimmt: Ein zusammenha¨ngender outerplanarer
Graph  mit Maximalgrad  ^é
 ist ein Weg oder ein Kreis und somit bereits
bezu¨glich der totalchromatischen Zahl charakterisiert; gilt   $ , so ist  nach
einem Ergebnis von Zhang, Zhang und Wang [112] vom Typ  .
Satz 2.50 Ist  ein outerplanarer Graph, so gilt
 
 
	N+
«
§	ﬂ

 falls  + ñ < oder  + 0 æ ä
ÖÕl
mit ¾9W
I


KJ
§	ﬂO sonst 4
Auch in der Totalfa¨rbung scheint es mehr Typ- 
 -Graphen als Typ-  -Graphen zu
geben. ¨Uber die Struktur kritischer Graphen der Totalfa¨rbung, die analog zu den in
Kapitel 3 behandelten kritischen Graphen der Kantenfa¨rbung definiert werden, ist
noch wenig bekannt; alle totalkritischen Graphen mit bis zu   Knoten beziehungs-
weise mit bis zu  G Knoten und Maximalgrad $ sind bei Hamilton, Hilton und Hind
[60] beziehungsweise bei Hamilton und Hilton [59] zu finden. In Abschnitt 4.2.3
sind im Zusammenhang mit Kreistotalfa¨rbung alle Typ- 
 -Graphen der Ordnung
»^O3 dargestellt (Abbildungen 4.14 und 4.15).
In Kapitel 6 sind die Graphenklassen, fu¨r deren Graphen  die Werte    	 bezie-
hungsweise  & 	 bereits bekannt sind, in den Tabellen 6.2 beziehungsweise 6.3
noch einmal zusammengestellt.
40
Kapitel 3
Planare kritische Graphen der
Kantenfa¨rbung mit G HJI
Knoten
Das Bestreben, alle Graphen  bezu¨glich ihres chromatischen Index in Graphen
der Klasse  mit  ﬀ	9+aﬁ	 und Graphen der Klasse 
 mit  ﬀ	t+cﬁ	ﬂ¶
zu klassifizieren, sowie die bereits in Kapitel 2 erwa¨hnte Tatsache, dass es verha¨lt-
nisma¨ßig wenige Graphen der Klasse 
 gibt, fu¨hrt zu dem Versuch, Klasse- 
 -
Graphen na¨her zu charakterisieren. Hilfreich ist dabei die Definition so genannter
kritischer Graphen der Kantenfa¨rbung, die eine Teilmenge der Klasse- 
 -Graphen
darstellen und auf die sich alle Klasse- 
 -Graphen zuru¨ckfu¨hren lassen. In diesem
Kapitel werden einige Eigenschaften kritischer Graphen beschrieben; speziell geht
es um die Konstruktion und die Darstellung aller planaren kritischen Graphen mit
bis zu  
 Knoten. Die folgenden Ergebnisse sind auch bei Hackmann [53] nachzu-
lesen.
3.1 Eigenschaften kritischer Graphen
Definition 3.1 Ein Graph  mit Maximalgrad  heißt kritisch in Bezug auf Kan-
tenfa¨rbung, wenn  zur Klasse 
 geho¨rt und sich durch Entfernen einer beliebigen
Kante von  der chromatische Index verringert, also wenn gilt
 

	t+uﬂu und     _Z ª+u fu¨r alle ?W 2 	54
Kritische Graphen sind somit Klasse- 
 -Graphen, die
”
fast“ noch zur Klasse  ge-
ho¨ren. Durch ihre spezielle Struktur lassen sie sich leichter untersuchen als allge-
meine Klasse- 
 -Graphen. Zum Beispiel sind alle kritischen Graphen 
 -zusammen-
ha¨ngend, eine Eigenschaft, die in Abschnitt 3.2 mehrfach benutzt wird.
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Bemerkung 3.1 Jeder kritische Graph ist 
 -zusammenha¨ngend: Ha¨tte ein kriti-
scher Graph  eine Artikulation k mit  P k N+ H , so wu¨rde  bei Fortnahme von k
in H Komponenten  ¢ 444! zä zerfallen. Da  kritisch ist, lassen sich die von den
Knoten e  ºl 
8
k induzierten Teilgraphen von  fu¨r ¾ +#444 H mit jeweils §	
Farben kantenfa¨rben. Wa¨hlt man diese Fa¨rbungen so, dass die zu k inzidenten
Kanten unterschiedliche Farben erhalten, ergibt sich eine ﬁ	 -Kantenfa¨rbung
von  , im Widerspruch zu  	t+cﬁ	Łﬂa .
Dass sich Erkenntnisse u¨ber kritische Graphen oft auch fu¨r Aussagen u¨ber alle Gra-
phen  mit  &?N+aﬁ	Kﬂn verwenden lassen, liegt daran, dass jeder Klasse- 
 -
Graph einen kritischen Teilgraph gleichen Maximalgrades entha¨lt. Dieses Ergebnis
stammt von Vizing [101].
Satz 3.1  sei ein Klasse- 
 -Graph mit Maximalgrad ﬁ	º+¿ . Dann entha¨lt
 fu¨r jedes H mit 
u^úH^  einen kritischen Teilgraph  mit Maximalgrad
ﬁ

t+
H .
Im Folgenden wird von Satz 3.1 meist nur der Fall H +u beno¨tigt.
Die Konstruktion kritischer Graphen kleiner Ordnung wird in einer Vielzahl von
Artikeln behandelt. Zum Beispiel konstruierte Jakobsen [69] im Jahr  d3 $ alle
kritischen Graphen mit Maximalgrad $ und Ordnung }^   . Darstellungen aller
kritischen Graphen mit bis zu 3 Knoten finden sich unter anderem bei Fiorini und
Wilson [44].
Schließlich konnten Chetwynd und Yap [31]  d % $ eine Menge von Knotengrad-
folgen mit der Eigenschaft angeben, dass ein 
 -zusammenha¨ngender Graph der
Ordnung d mit Maximalgrad ç ( genau dann kritisch ist, wenn er einer der
Gradfolgen genu¨gt (mit Ausnahme eines einzelnen Graphen). Die Knotengradfol-
ge 

Ê
¢
444Ú
"K
ä
eines Graphen  gibt dabei die an den Knoten von  auftretenden
Knotengrade an: Der Graph hat genau fvl Knoten vom Grad  l , fu¨r ¾ +j444! H .
Abbildung 3.1 zeigt alle planaren kritischen Graphen der Ordnung Z^o3 mit den
dazugeho¨rigen Knotengradfolgen.
Unabha¨ngig voneinander formulierten Jakobsen [69] und Beineke und Wilson [11]
im Jahr  d3 $ die so genannte Critical Graph Conjecture, na¨mlich die Vermutung,
dass kritische Graphen immer eine ungerade Anzahl von Knoten besitzen. Die Ver-
mutung wurde mehrere Jahre lang fu¨r wahr gehalten und von Fiorini und Wilson
[44] fu¨r alle Graphen der Ordnung \^   nachgewiesen; doch Goldberg [48]
gelang es  d %° schließlich, einen kritischen Graph mit 

 Knoten zu konstruieren.
Der kleinste heute bekannte kritische Graph gerader Ordnung hat % Knoten. Hoff-
man, Mitchem und Schmeichel [66] bemerkten jedoch, dass alle bisher bekann-
ten kritischen Graphen gerader Ordnung nicht planar sind, und stellten daher eine
schwa¨chere Form der Critical Graph Conjecture auf:
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Abbildung 3.1: Alle planaren kritischen Graphen mit »^½3 Knoten.
Vermutung 3.1 (Weak Critical Graph Conjecture)
Alle planaren kritischen Graphen haben ungerade Knotenzahl.
Diese Vermutung ist bisher fu¨r alle Graphen der Ordnung »^  ( bewiesen worden.
Dabei spielen u¨berfu¨llte Graphen eine wichtige Rolle, die bereits in Abschnitt 2.1.2
definiert wurden (Definition 2.6). Wie in Bemerkung 2.2 gezeigt, haben u¨berfu¨llte
Graphen immer ungerade Knotenzahl und geho¨ren schon aufgrund ihrer Kanten-
zahl zur Klasse 
 .
Es gibt jedoch auch nicht-u¨berfu¨llte Klasse- 
 -Graphen, zum Beispiel den Petersen-
Graph. Die in Abbildung 3.1 dargestellten planaren kritischen Graphen sind, wie
leicht nachzupru¨fen ist, alle u¨berfu¨llt. Untersucht man die Liste aller kritischen
Graphen mit bis zu 3 Knoten und mit d Knoten und Maximalgrad $ (dargestellt bei
Fiorini und Wilson [44, S. 77] und bei Chetwynd und Yap [31]), so la¨sst sich an-
hand der Gradfolgen feststellen, dass nur ein einziger nicht-u¨berfu¨llter Graph dar-
unter ist, na¨mlich der Petersen-Graph nach Entfernen eines Knotens. Dieser Graph
ist nicht planar. Da auch die von Chetwynd und Yap [31] angegebenen Knotengrad-
folgen fu¨r kritische Graphen mit d Knoten und Maximalgrad  ( zu u¨berfu¨llten
Graphen geho¨ren und es keine kritischen Graphen mit   Knoten gibt, sind alle
planaren Graphen mit bis zu   Knoten u¨berfu¨llt. Die Fa¨lle ÈÌe 	 È +± und
ÈÌe
	
È
+j

 ergeben sich aus folgendem Satz von Brinkmann und Steffen [23].
Satz 3.2 Es gibt keine kritischen Graphen der Ordnung  
 , und die einzigen nicht-
u¨berfu¨llten kritischen Graphen der Ordnung  sind die beiden in Abbildung 3.2
angegebenen.
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Abbildung 3.2: Nicht-u¨berfu¨llte kritische Graphen der Ordnung  .
Da auch diese beiden Graphen nicht planar sind, ergibt sich die folgende Aussage.
Korollar 3.1 Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung ^  
 sind u¨ber-
fu¨llt.
Neue Ergebnisse von Bokal und Brinkmann [15] zeigen, dass es auch keine kri-
tischen Graphen der Ordnung  +À ( gibt und die vierzehn existierenden nicht-
u¨berfu¨llten kritischen Graphen der Ordnung  $ nicht planar sind. Somit kann man
Korollar 3.1 auf alle planaren kritischen Graphen der Ordnung »^  ( erweitern.
Korollar 3.2 Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung ^  ( sind u¨ber-
fu¨llt.
In den Abschnitten 3.2 und 3.3 wird die Struktur planarer kritischer Graphen mit
bis zu  
 Knoten beschrieben, um eine Methode zur Konstruktion aller dieser
Graphen zu entwickeln. Tabelle 3.1 gibt eine ¨Ubersicht u¨ber die Anzahl nichtiso-
morpher planarer kritischer Graphen  der verschiedenen Knotengradfolgen mit
ÈÌe
	
È°^


 .
3.2 Gradfolgen planarer kritischer Graphen mit M N OQP
Knoten
In diesem Abschnitt sollen alle planaren kritischen Graphen der Ordnungen  + d
und  +j anhand ihrer Knotengradfolgen charakterisiert werden.
Zuna¨chst la¨sst sich mit Hilfe von Korollar 3.1 der Maximalgrad planarer kritischer
Graphen mit »^  
 Knoten beschra¨nken.
Lemma 3.3 Es sei  ein u¨berfu¨llter planarer Graph der Ordnung  . Dann hat 
einen Maximalgrad  ^)' .
Beweis. Da  u¨berfu¨llt und planar ist, gilt fu¨r die Kantenzahl  von  einerseits
·^
$
;_¶G und andererseits  ½  U 
i ﬂa . Damit folgt
$
`_¶G


½©­



®
ﬂa¦+c
s_



ﬂa
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# nichtisomorpher davon nicht
ÈÌe
	
È
ﬁ	 Gradfolgen
planarer Graphen hamiltonsch
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Tabelle 3.1: Die Anzahl planarer kritischer Graphen mit O^  
 Knoten und der
hamiltonschen darunter.
also

^
G5w_

(
w_

+
G	_
%
w_

Û
G
4

Gemeinsam mit Korollar 3.2 beweist Satz 3.3 gleichzeitig die Vermutung 2.2, dass
alle planaren Graphen mit Maximalgrad ² G zur Klasse  geho¨ren, fu¨r Graphen
der Ordnung q^  ( :
Korollar 3.3 Alle planaren Graphen mit Maximalgrad ú G und Ordnung ^

(
geho¨ren zur Klasse  .
Beweis. Angenommen,  sei ein planarer Klasse- 
 -Graph der Ordnung »^  ( mit
Maximalgrad   G . Nach Satz 3.1 entha¨lt  einen kritischen Teilgraph  mit
gleichem Maximalgrad. Wegen Korollar 3.2 ist  u¨berfu¨llt, also folgt aus Lem-
ma 3.3, dass  ^)' gilt, im Widerspruch zur Annahme. 
¨Uberfu¨llte planare kritische Graphen haben nach Lemma 3.3 also einen Maximal-
grad  ^[' . Andererseits sind kritische Graphen nach Bemerkung 3.1 immer 
 -
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zusammenha¨ngend und haben damit einen Minimalgrad S  
 . Mit diesen Be-
schra¨nkungen fu¨r den Grad der Knoten von  la¨sst sich die Anzahl der mo¨gli-
chen Gradfolgen u¨berfu¨llter planarer kritischer Graphen  der Ordnung  einge-
schra¨nken.
Lemma 3.4 Ein u¨berfu¨llter planarer kritischer Graph der Ordnung  hat eine der
Gradfolgen 
  , 
 ¢ $ ¡£¢ , 
 ¢ ( ¡£¢ , $
<
( ¡
<
, 

¢
'
¡£¢
,
(
æ
'
¡
æ
oder $ ¢ ( ¢ '
¡
<
.
Beweis. Es sei  ein u¨berfu¨llter planarer kritischer Graph mit Maximalgrad  und
Kantenzahl  . Da  u¨berfu¨llt ist, gilt


w_



ﬂa4
Andererseits muss  _c fu¨r jede Kante aW 2 	 zur Klasse  geho¨ren und
ist daher, wie in Bemerkung 2.2 gezeigt, nicht-u¨berfu¨llt. Also hat  genau die
Kantenzahl  +[§ §_ !U 
 ﬂ . Da nach obigen ¨Uberlegungen §	 ^#' und
S
	

 gilt, ergeben sich vier Mo¨glichkeiten fu¨r den Maximalgrad von  .
1. Gilt [+ 
 , so ergibt sich  +  , also hat  die Gradfolge 
  .
2. Gilt ,+ $ , so ergibt sich  +" $ º_ !U 
 , also hat  an jedem außer einem
Knoten Maximalgrad und damit die Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ .
3. Gilt Æ+ ( , so ergibt sich  + 
5§_  , also hat  entweder die Gradfolge


¢Ú(¡£¢
oder die Gradfolge $
<
(¡
<
.
4. Gilt [+ ' , so ergibt sich  + '5r_ $ U 
 , also hat  entweder die Gradfolge


¢
'
¡£¢
, die Gradfolge (
æ
'
¡
æ
oder die Gradfolge $
¢
(
¢
'
¡
<
. 
Im folgenden Lemma werden die in Lemma 3.4 angegebenen Gradfolgen fu¨r n^


 genauer untersucht. Dabei stellt sich heraus, dass mit einer Ausnahme alle 
 -
zusammenha¨ngenden planaren Graphen der Ordnung »^  
 , die eine der angege-
benen Gradfolgen besitzen, kritisch sind.
Lemma 3.5 Mit Ausnahme des Graphen aus Abbildung 3.3 sind alle 
 -zusammen-
ha¨ngenden u¨berfu¨llten planaren Graphen mit o^  
 Knoten und einer der fol-
genden Knotengradfolgen kritisch: 
  , 
 ¢ $ ¡£¢ , 
 ¢ ( ¡£¢ , $
<
(
¡
<
, 

¢
'
¡£¢
,
$
¢
(
¢
'
¡
<
oder (
æ
'
¡
æ
.
Beweis. Dass der einzige Graph der Gradfolge 
  , na¨mlich der
0
 , fu¨r ungerade 
immer kritisch ist, ist klar:
0
 geho¨rt zur Klasse 
 , aber
0

_ ist isomorph zum
Weg ñ  und damit ein Klasse-  -Graph.
Es sei  ein 
 -zusammenha¨ngender planarer Graph einer der anderen Gradfolgen
mit Z^  
 , der nicht zum Graph aus Abbildung 3.3 isomorph ist. Angenommen,
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Abbildung 3.3: Ausnahmegraph der Gradfolge $
<
(
R .
 sei nicht kritisch. Da  u¨berfu¨llt ist, geho¨rt der Graph zu Klasse 
 . Nach Satz 3.1
entha¨lt  also einen kritischen Teilgraph  mit gleichem Maximalgrad ﬁ  Ä+
ﬁ	s+À
. Der Graph  ist nach Satz 3.2 ebenfalls u¨berfu¨llt und muss daher
auch eine der Gradfolgen aus Lemma 3.4 haben. Es sei | die Ordnung von  . Da
 weniger Kanten als  hat, nach Lemma 3.4 alle planaren kritischen Graphen
der gleichen Knotenzahl jedoch auch gleich Gro¨ße besitzen, muss | Û  gelten.
Im Folgenden wird gezeigt, dass die verschiedenen Mo¨glichkeiten fu¨r die Graphen
 und  in jedem Fall zum Widerspruch fu¨hren.
Hat  die Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ , so muss auch  Gradfolge 
 ¢ $ y ¡£¢ haben, da dies
die einzige Gradfolge kritischer Graphen mit Maximalgrad $ ist. Versucht man je-
doch, einen solchen Graph  zu einem Graph der Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ zu erweitern,
so entha¨lt der entstehende Graph immer eine Artikulation (na¨mlich den Knoten
vom Grad 
 in  ) und ist damit nicht 
 -zusammenha¨ngend, im Widerspruch zur
Annahme.
Hat  die Gradfolge 
 ¢Ú(¡£¢ , so ist die Gradfolge des kritischen Teilgraphen 
nach Lemma 3.4 entweder 

¢
(
y
¡£¢
mit |  3 oder $
<
(
y
¡
<
mit |  ' . Ist »^)d , so
hat  zu viele Kanten, um in  enthalten zu sein. Das Gleiche gilt fu¨r  +j und
|
+
3 . Ist  +j und | + ' , so hat  die Knotengradfolge $
<
(
æ
(siehe Abbildung
3.1) und ist isomorph zum x 6 _? . Versucht man, durch Einfu¨gen von sechs Knoten
und zwo¨lf Kanten in  den Graph  der Gradfolge 
 ¢Ú(°¢ Ü zu erhalten, so entha¨lt
der entstehende Graph in jedem Fall eine Unterteilung des x 6 und ist damit nicht
planar, im Widerspruch zur Annahme.
Ist die Gradfolge von  die Folge $
<
(
¡
<
, so gibt es fu¨r die Gradfolge von 
wiederum die Mo¨glichkeiten $
<
(¡
<
und 
 ¢Ú(¡£¢ . Fu¨r c^ 3 und fu¨r  + d und
|
+
3 ist dies wie im vorigen Fall nicht mo¨glich. Gilt  + d und | + ' , ist also 
isomorph zum x
6
_¦ und der Graph  entsteht durch Zufu¨gen von vier Knoten und
acht Kanten, so entha¨lt  wiederum eine Unterteilung des x
6
und ist damit nicht
planar. Es bleibt der Fall  +÷ . Fu¨r | + d kann  kein Teilgraph von  sein.
Gilt | + 3 und hat  die Gradfolge 
 ¢Ú(
5
, so kann  mit der Gradfolge $
<
(
R nicht

 -zusammenha¨ngend sein; aber wenn  die Gradfolge $
<
(
6
hat, so gibt es genau
eine Mo¨glichkeit, durch Zufu¨gen von vier Knoten und acht Kanten einen Graphen
 der Gradfolge $
<
(
R zu erhalten: Die vier neuen Knoten bilden einen x
û
, wobei
zwei von ihnen zu je einem der Knoten vom Grad $ in  benachbart sind. Von
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den beiden planaren kritischen Graphen der Gradfolge $
<
(
6
(siehe Abbildung 3.1)
entha¨lt der erste jedoch einen x æ { æ _Z , so dass durch das Einfu¨gen dieser Knoten
und Kanten, wie in Abbildung 3.4 zu sehen, eine Unterteilung des x
æ
{
æ
entsteht
und der Graph nicht mehr planar ist.
Abbildung 3.4:  entha¨lt eine Unterteilung des x
æ
{
æ
.
Fu¨gt man die Knoten und Kanten in den anderen der beiden planaren kritischen
Graphen der Gradfolge $
<
(
6
ein, so ist der entstehende Graph zum Graph aus Ab-
bildung 3.3 isomorph, im Widerspruch zur Annahme.
Schließlich bleibt noch der Fall | + ' . Damit der durch Einfu¨gen von G Knoten
und  G Kanten in  + x
6
_¼ entstehende Graph  keine Unterteilung des x
6
entha¨lt, darf nur einer der beiden Knoten vom Grad $ zu einem der sechs neu-
en Knoten adjazent sein; in dem Fall ist der entstehende Graph jedoch nicht 
 -
zusammenha¨ngend.
Hat  die Gradfolge 
 ¢ ' ¡£¢ , so sieht man an Abbildung 3.1, dass  mindestens
d Knoten haben muss, da es keine planaren kritischen Graphen der Ordnung  Û
d mit Maximalgrad  + ' gibt. Also hat  Gradfolge 
 ¢ ' ¢ Ü und  eine der
Gradfolgen 

¢
'
6
,
(
æ
'
5
oder $
¢
(
¢
'
L ; in diesen Fa¨llen kann  jedoch wiederum
kein Teilgraph von  sein.
Die gleichen ¨Uberlegungen kann man auf den Fall u¨bertragen, in dem  eine der
Gradfolgen $ ¢Ú(°¢ ' ¡
<
oder (
æ
'
¡
æ
besitzt. Wieder muss  die Ordnung d und 
die Ordnung  haben, und auch diesmal hat  zu viele Kanten, um ein Teilgraph
von  zu sein.
Also erha¨lt man fu¨r alle Gradfolgen, die fu¨r  mo¨glich sind, einen Widerspruch.
Somit ist der Graph aus Abbildung 3.3 der einzige planare Graph der Ordnung »^


 , der eine der angegebenen Knotengradfolgen besitzt und 
 -zusammenha¨ngend,
aber nicht kritisch ist. 
Da nach Satz 3.2 alle planaren kritischen Graphen mit o^  
 Knoten u¨berfu¨llt
sind und der Graph aus Abbildung 3.3 nicht kritisch ist (er entha¨lt einen echten
kritischen Teilgraph mit Gradfolge $
<
(
6
), kann man Lemma 3.4 und Lemma 3.5
zu folgendem Satz kombinieren:
Satz 3.6 Ein planarer Graph der Ordnung »^  
 ist genau dann kritisch in Bezug
auf Kantenfa¨rbung, wenn er 
 -zusammenha¨ngend ist und seine Knotengrade einer
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der aufgefu¨hrten Folgen entsprechen: 
  , 
 ¢ $ ¡£¢ , 
 ¢ ( ¡£¢ , $
<
( ¡
<
(fu¨r  +, mit
einer Ausnahme), 
 ¢ ' ¡£¢ , $ ¢Ú(°¢ ' ¡
<
oder (
æ
'
¡
æ
.
3.3 Konstruktion aller planaren kritischen Graphen der
Ordnung MTN OQP
In diesem Abschnitt soll Satz 3.6 dazu benutzt werden, einen Algorithmus zu er-
stellen, mit dessen Hilfe sich alle planaren kritischen Graphen der Ordnung »^  

generieren lassen. Die Idee des Algorithmus beruht neben den Ergebnissen aus
Abschnitt 3.2 auf einer weiteren Eigenschaft planarer kritischer Graphen kleiner
Ordnung, die im Folgenden na¨her beschrieben wird. Eine vollsta¨ndige Darstellung
aller planaren kritischen Graphen mit d beziehungsweise  Knoten ist mit den
Abbildungen 3.9 bis 3.15 gegeben.
Es sei U die Menge aller Graphen der Gradfolge 


mit der Eigenschaft, dass un-
ter ihren Komponenten ho¨chstens eine Komponente ungerader Ordnung ist. Des
weiteren sei V die Menge aller Graphen der Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ , die einen Teil-
graph gleicher Ordnung aus Menge U haben, und W ¢ beziehungsweise W
<
seien die
Mengen aller Graphen der Gradfolge 
 ¢Ú(¡£¢ beziehungsweise $
<
(¡£¢
, die einen
Teilgraph gleicher Ordnung aus Menge V haben. Schließlich sei noch X ¢ als die
Menge aller Graphen der Gradfolge 
 ¢ ' ¡£¢ definiert, die einen Teilgraph gleicher
Ordnung aus Menge W ¢ besitzen, sowie X
<
Ê beziehungsweise X
<
 als die Mengen
aller Graphen der Gradfolge $ ¢ ( ¢ '
¡
<
beziehungsweise (
æ
'
¡
æ
, die einen Teil-
graph gleicher Ordnung aus W
<
haben. Dann gilt:
Satz 3.7 Es sei  ein kritischer Graph mit ungerader Ordnung  . Hat  Knoten-
gradfolge R , so geho¨rt  zu Menge Y fu¨r

R

Y

W
I





U
5!


¢
$
¡£¢

V
5!


¢
(
¡£¢

W
¢
5!
$
<
(
¡
<

W
<
5!


¢
'
¡£¢

X
¢
5

$
¢
(
¢
'
¡
<

X
<
Ê
5!
(
æ
'
¡
æ

X
<


J
4
Die kritischen Graphen der angegebenen Gradfolgen entsprechen also einer Baum-
struktur wie in Abbildung 3.5 angegeben: Ein kritischer Graph einer gegebenen
Gradfolge mit Maximalgrad  ¬
 entha¨lt immer einen Graph der u¨bergeordne-
ten Menge.
Beweis zu Satz 3.7. Es sei  ein kritischer Graph mit ungerader Ordnung  und
Knotengradfolge R . Im Folgenden werden die sieben angegebenen Knotengradfol-
gen R untersucht.
R
+



: Da  kritisch ist, ist der Graph zusammenha¨ngend. Hat  die Gradfolge



, so besteht  also aus genau einem ungeraden Kreis und geho¨rt damit zur Menge
U .
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PSfrag replacements


 ( . )


¢
$
¡£¢ ( / )


¢ ( ¡£¢ ( 0 ¢ )


¢
'
¡£¢ ( 1 ¢ )
$
<
( ¡
<
( 0 < )
$
¢ ( ¢
'
¡
<
( 1 < Ê ) (
æ
'
¡
æ
( 1 <  )
Abbildung 3.5: Der Aufbau kritischer Graphen mit gegebenen Knotengradfolgen.
R
+


¢
$
¡£¢
: Ist  ein kritischer Graph der Gradfolge 

¢
$
¡£¢
, so sei qW»e ? der
Knoten vom Grad 
 in  mit den Nachbarn  ¢ und 
<
. Der Graph  _w  ¢ muss $ -
kantenfa¨rbbar sein. Bei einer $ -Kantenfa¨rbung von  _s  ¢ werden die  $ ¨_ $ U 

Kanten in drei Farbklassen unterteilt. Da  ungerade ist, kann eine unabha¨ngige
Kantenmenge in  nach Bemerkung 2.1 ho¨chstens  >_½
 U 
 Kanten enthalten;
daher besteht jede Farbklasse aus genau  q_ !U 
 Kanten. Es sei å die Menge
aller Kanten einer Farbklasse, die nicht die Kante  
<
entha¨lt. Dann ist å ein  -
Faktor von  _Z , das heisst, jeder Knoten von  _Z ist Endknoten genau einer
Kante aus S. Der Graph  _)å hat demnach die Gradfolge 
  . Da  _¼å_  ¢
eine 
 -Kantenfa¨rbung besitzt, kann nur ho¨chstens eine Komponente von  _uå
ungerade Knotenzahl haben. Damit geho¨rt  _ﬁå zur Menge U und  selbst somit
zur Menge V .
R
+


¢
(
¡£¢
: Es sei  ein kritischer Graph der Gradfolge 

¢
(
¡£¢
; dabei sei 
wieder der Knoten vom Grad 
 mit den beiden Nachbarn  ¢ und 
<
. Genau wie im
vorherigen Fall mu¨ssen die vier Farbklassen einer ( -Kantenfa¨rbung von  _  ¢
aus jeweils genau  ﬁ_ !U 
 Kanten bestehen. Sind å ¢ und å < zwei Farbklassen,
die beide nicht die Kante  
<
enthalten, so hat  _å ¢ Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ und

_¶å
¢
_¶å
<
Gradfolge 


. Wiederum kann ho¨chstens eine Komponente von  _
å
¢
_å
<
_

¢ ungerade Ordnung haben, da der Graph 
 -kantenfa¨rbbar ist. Somit
geho¨rt der Graph  _å ¢ _nå
<
zur Menge U , der Graph  _nå ¢ zur Menge V und
damit  selbst zur Menge W ¢ .
R
+


¢
'
¡£¢
: Hat  die Gradfolge 
 ¢ ' ¡£¢ , so sei wieder  der Knoten vom Grad 

mit den beiden Nachbarn  ¢ und 
<
. Analog zu den vorherigen Fa¨llen la¨sst sich der
Graph  _ð  ¢ mit fu¨nf Farben kantenfa¨rben, und es gibt mindestens vier Farbklas-
sen å ¢ 444! å
û
, die nicht die Kante  
<
enthalten und daher vier  -Faktoren von

_ﬁ bilden. Somit hat der Graph  _å ¢ Gradfolge 

¢
(
¡£¢
, Graph  _å ¢ _å
<
Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ und  _`å ¢ _;å
<
_`å
æ
Gradfolge 
  . Die gleichen ¨Uberlegungen
wie die vorangegangenen ergeben, dass  _qå ¢ _å
<
zur Menge V geho¨rt,  _å ¢
zur Menge W ¢ und schließlich  selbst zur Menge X ¢ .
R
+
$
<
(
¡
<
: Es sei nun  ein kritischer Graph der Gradfolge $
<
(
¡
<
und #W
e
	 einer der beiden Knoten vom Grad $ mit den Nachbarn  ¢ , 
<
und 
æ
. Wie
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in den vorangegangenen ¨Uberlegungen kann gezeigt werden, dass  _aå ¢ _½å
<
zur Menge U geho¨rt, wa¨hrend  _oå ¢ der Menge V und daher  der Menge
W
<
angeho¨rt. Dabei sind å ¢ und å
<
zwei Farbklassen einer ( -Kantenfa¨rbung von

_

¢ , die beide weder die Kante  
<
noch die Kante  
æ
enthalten.
R
+
$
¢ ( ¢
'
¡
<
: Hat  die Gradfolge $
¢ ( ¢
'
¡£¢
, so sei  der Knoten vom Grad $ , Z
der Knoten vom Grad ( und  ein Nachbar von  mit  ÕTr+ ' . Wieder entha¨lt in
einer ' -Kantenfa¨rbung von  _  jede der Farbklassen genau  w_ !U 
 Kanten.
Es seien å ¢ und å
<
zwei Farbklassen, die jeweils keine zu  inzidenten Kanten
enthalten. Entfernt man å ¢ , so hat der entstehende Graph die Gradfolge $
<
(¡
<
;
entfernt man außerdem noch die Kanten aus å
<
, so erha¨lt man einen Graph der
Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ . Von den verbleibenden drei Farbklassen wa¨hle man nun eine,
die keine zu dem Knoten vom Grad 
 inzidenten Kanten entha¨lt; entfernt man auch
noch die Kanten dieser Farbklasse, so erha¨lt man einen Graph der Gradfolge 


.
Da wiederum nur eine Komponente von  _*å ungerade Knotenzahl haben kann,
gilt also: Der Graph  _·å ¢ _ºå
<
geho¨rt zur Menge V , der Graph  _ºå ¢ zur Menge
W
<
und damit  selbst zur Menge X
<
Ê .
R
+
(
æ
'
¡
æ
: Hat  schließlich Gradfolge (
æ
'
¡
æ
, so seien  ¢ , 
<
und 
æ
die Kno-
ten vom Grad ( und  ein Nachbar von  ¢ mit  PÁt+ ' . Es sei å ¢ eine Farbklasse
einer ' -Kantenfa¨rbung von  _} ¢  , die keine zu  ¢ inzidenten Kanten entha¨lt.
Entfernt man å ¢ , so hat der entstehende Graph nach zu den bereits behandelten
Fa¨llen analogen ¨Uberlegungen die Gradfolge $
<
(¡
<
. Von den verbleibenden vier
Farbklassen wa¨hlt man nun eine Klasse å
<
, in der keine zu 
<
inzidenten Kanten
liegen.  _Zå ¢ _å
<
hat nun Gradfolge 
 ¢ $ ¡£¢ . Es bleiben noch drei Farbklassen;
von diesen wa¨hle man nun eine, die keine zu 
æ
inzidenten Kanten entha¨lt. Ent-
fernt man auch noch die Kanten dieser Farbklasse, so erha¨lt man einen Graph der
Gradfolge 
  , der wiederum nach Wegnahme der Kante  ¢  eine 
 -Kantenfa¨rbung
besitzt. Also gilt:  _å ¢ _å
<
geho¨rt zur Menge V , der Graph  _nå ¢ zur Menge
W
<
und damit  selbst zur Menge X
<
 . 
Das Computerprogramm zur Konstruktion aller planaren Graphen der Ordnung
 ^


 , das auf den Sa¨tzen 3.6 und 3.7 basiert, soll am Beispiel der planaren
kritischen Graphen mit  + d und  +² erkla¨rt werden. Zur Menge U geho¨ren
fu¨r  + d die Graphen
0
R
,
0
æ
8`05
und
076 8`09û
und fu¨r  + die Graphen
0
¢¢ ,
0
æ
8n06
,
076Ä8Z05
,
0
L
8n09û
und
0
æ
8Z09û¦8n09û
; davon sind genau die Graphen
0
R
und
0
¢¢ kritisch. Alle kritischen planaren Graphen mit d beziehungsweise 
Knoten sind in den Abbildungen 3.9 bis 3.15 zusammengefasst; die nicht kritischen
Graphen der Menge U werden in Abbildung 3.6 dargestellt.
Nach Satz 3.7 enthalten alle kritischen Graphen der Gradfolge 

¢
$
¡£¢
fu¨r  + d
beziehungsweise  +ç einen Teilgraph gleicher Ordnung aus Menge U ; ge-
nauer gesagt erha¨lt man alle diese Graphen, indem man nacheinander  »_ !U 

unabha¨ngige Kanten in jeden Graph der Menge U einfu¨gt, der die gleiche Ordnung
 besitzt. Es wird also zuna¨chst ein Graph der Menge U erstellt, dessen Knoten mit
 bis ´_  bezeichnet sind. Das Einfu¨gen der Kanten an alle Knoten bis auf den
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Abbildung 3.6: Alle nicht kritischen Graphen der Menge U fu¨r »W
I
d

J .
Knoten  erfolgt nun durch eine Backtracking-Prozedur: Fu¨r den aktuellen Kno-
ten ¾ (zu Beginn Knoten  ) wird u¨berpru¨ft, ob sich eine Kante zum Knoten Ý mit
Ý
+
¶_

¶_c

444!
¾
ﬂ\ hinzufu¨gen la¨sst (also ob eine solche Kante noch
nicht existiert und ihr Einfu¨gen die festgelegten Gradzahlen der einzelnen Knoten
nicht u¨berschreitet). Wird ein solcher Knoten Ý gefunden, so wird er mit Knoten
¾ verbunden und, sofern die gewu¨nschte Gradfolge noch nicht erreicht wurde, die
Prozedur fu¨r den Knoten ¾ ﬂa rekursiv aufgerufen. Ist es fu¨r einen Knoten ¾ nicht
mo¨glich, einen passenden Knoten Ý zu finden, so wird die zuletzt hinzugenommene
Kante wieder entfernt.
Bei jedem neuen Einfu¨gen einer Kante wird der entstehende Graph vorher auf Pla-
narita¨t u¨berpru¨ft. Dazu wurde ein Algorithmus von Demoucron, Malgrange und
Pertuiset [35] implementiert, der zum Beispiel bei Chartrand und Oellermann [27,
S. 255–265] beschrieben wird. Ausgehend von einem ebenen Teilgraph des zu un-
tersuchenden Graphen (in diesem Fall einem Kreis des Ausgangsgraphen der Grad-
folge 

 ) werden sukzessive planare Teilgraphen des Restgraphen eingefu¨gt, sofern
sie sich in eine Fla¨che des ebenen Graphen einbetten lassen. Der Algorithmus ist
deshalb so gut fu¨r die vorliegende Aufgabe geeignet, weil die einzufu¨genden plana-
ren Teilgraphen in diesem Fall gerade aus den einzelnen  w_ !U 
 einzufu¨genden
Kanten bestehen.
Hat man alle  q_ !U 
 Kanten eingefu¨gt, so wird der Graph auf Isomorphie zu
bereits gefundenen Graphen untersucht. Dazu wird an jedem Knoten k des Graphen
eine Reihe von Informationen   l  k  gespeichert, fu¨r die gilt
 
¢

k
9+a P
k
 und   l  k t+
Ô
[E\ﬂ]*^`_ba
 
l
¡£¢

É
 fu¨r alle ¾ + 
 444! w_
$


4
Sind zwei Graphen isomorph, so mu¨ssen die Informationen   l  k  fu¨r je zwei sich
entsprechende Knoten der Graphen und fu¨r alle Zahlen ¾ u¨bereinstimmen. Fu¨r die
hier untersuchten Graphen reichte es dabei aus, die Werte   l  k  fu¨r ¾N^  Ù_ $ U 
 zu
untersuchen. Um zu u¨berpru¨fen, ob zwei gegebene Graphen isomorph sind, werden
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nun alle mo¨glichen Abbildungen der Knotenmengen aufeinander berechnet, bei
denen nur Knoten aufeinander abgebildet werden, deren Gradinformationen   l  k 
fu¨r alle ¾ +j444! ·_ $ U 
 u¨bereinstimmen. Fu¨r jede gefundene Abbildung wird
untersucht, ob sie adjazenzerhaltend ist. In diesem Fall sind die Graphen isomorph;
sonst wird der neue Lo¨sungsgraph zu den bereits gefundenen Graphen gespeichert.
Daraufhin wird die zuletzt eingefu¨gte Kante wieder entfernt und nach weiteren
Graphen gesucht.
Mit Hilfe des Computers erha¨lt man so fu¨r  + d genau  
 Graphen, die 
 -
zusammenha¨ngend und damit kritisch sind und den
0
R
enthalten. Des weiteren
erha¨lt man genau zwei weitere planare, jedoch nicht 
 -zusammenha¨ngende und
damit auch nicht kritische Graphen, die den Graph
076Ä8¶09û
enthalten. Diese 
(
Graphen sind die einzigen Graphen mit d Knoten in Menge V ; die nicht kritischen
darunter sind in Abbildung 3.7 dargestellt. Fu¨r  +j erha¨lt man ' $ kritische pla-
nare Graphen, die den
0
¢¢ enthalten (und somit hamiltonsch sind), einen weiteren
kritischen planaren Graph, der den
0
L
8¶0 û
entha¨lt und daru¨ber hinaus  nicht
kritische planare Graphen, die ebenfalls in Abbildung 3.7 dargestellt sind; ' davon
entstehen durch Einfu¨gen von Kanten in den
076 8`05
und sechs aus dem
0
L
8`09û
.
Abbildung 3.7: Nicht kritische Graphen der Menge V fu¨r qW
I
d

J .
Die kritischen Graphen der Gradfolge 
 ¢Ú(¡£¢ erha¨lt man, indem man  w_ !U 

unabha¨ngigen Kanten an alle Knoten vom Grad $ eines jeden Graphen aus Menge
V einfu¨gt. Als Ausgangsgraph liest man also nacheinander alle Graphen der Men-
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ge V mit >W
I
d

J ein, die im vorherigen Schritt gefunden wurden. Der Knoten
vom Grad 
 erha¨lt dabei die Bezeichnung  , alle anderen werden von  bis ;_ 
durchnummeriert, und es werden genau wie oben beschrieben  »_ !U 
 Kanten
an alle Knoten bis auf Knoten  eingefu¨gt. Aus den  
 kritischen Graphen mit d
Knoten erha¨lt man so $ kritische Graphen der Gradfolge 

¢ (
6
; die beiden nicht
kritischen Graphen der Gradfolge 
 ¢ $
6
fu¨hren jedoch zu keinen weiteren Graphen
der Gradfolge 

¢ (
6
. Ist  +j , so erha¨lt man aus den ' $ hamiltonschen kritischen
Graphen genau 
 $ kritische Graphen der Gradfolge 

¢ ( ¢
Ü
, aus dem nicht hamilton-
schen kritischen Graph und aus den  nicht kritischen Graphen jedoch ebenfalls
keine weiteren Graphen dieser Gradfolge. Alle diese Graphen sind die einzigen
Graphen mit d beziehungsweise  Knoten in der Menge W ¢ .
Fu¨r die Gradfolge $
<
(¡
<
muss man ebenfalls  »_ !U 
 unabha¨ngige Kanten in
die Graphen der Menge V einfu¨gen, diesmal jedoch an alle Knoten bis auf einen
vom Grad $ . Diese Prozedur muss also  ´_ ! -mal wiederholt werden: In jedem
eingelesenen Graph der Menge V erha¨lt sukzessive jeder Knoten vom Grad $ die
Bezeichnung  , und in jedem dieser Fa¨lle werden  ;_ !U 
 unabha¨ngige Kanten
an alle Knoten außer Knoten  eingefu¨gt. Fu¨r  + d ergeben sich so genau  G
kritische und hamiltonsche planare Graphen, die aus den  
 hamiltonschen Gra-
phen der Menge V entstehen, und keine weiteren planaren Graphen. Fu¨r  +]
erha¨lt man 
(
' kritische hamiltonsche Graphen aus den ' $ hamiltonschen Gra-
phen der Menge V , einen weiteren kritischen Graph aus einem nicht kritischen
Graph aus Abbildung 3.7, einen 
 -zusammenha¨ngenden Graph, der jedoch iso-
morph zum Graph aus Abbildung 3.3 und somit nicht kritisch ist und außerdem '
weitere nicht kritische planare Graphen, die in Abbildung 3.8 dargestellt sind. Alle
diese Graphen geho¨ren zur Menge W
<
.
Abbildung 3.8: Nicht kritische Graphen der Menge W
<
fu¨r »W
I
d

J .
Die Graphen der Gradfolge 

¢
'
¡
<
entstehen nun wiederum durch Einfu¨gen von

´_
!U

 unabha¨ngigen Kanten an alle Knoten vom Grad $ eines jeden Graphen
aus Menge W ¢ . Die Graphen der Menge W ¢ mit Ordnung »W
I
d

J werden somit
eingelesen und der Knoten vom Grad 
 erha¨lt den Namen  . Weder fu¨r  + d noch
fu¨r  +j erha¨lt man so jedoch planare Graphen der Gradfolge 
 ¢ ' ¡
<
. Also sind
in der Menge X ¢ keine Graphen mit d oder  Knoten.
Fu¨gt man  §_ !U 
 unabha¨ngige Kanten an alle Knoten bis auf einen vom Grad
$ in die Graphen der Ordnung  aus Menge W
<
ein, so erha¨lt man alle planaren
kritischen Graphen der Gradfolge $
¢
(
¢
'
¡
<
. Demnach werden die Graphen der
Menge W
<
eingelesen und jeder der beiden Knoten vom Grad $ erha¨lt einmal den
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Namen  , wa¨hrend die anderen Knoten von  bis ;_  durchnummeriert werden.
Fu¨r  + d entstehen so jedoch keine planaren Graphen. Ist  +² , so ergibt sich
genau ein hamiltonscher kritischer planarer Graph der Gradfolge $
¢ ( ¢
'ﬂR und keine
weiteren planaren Graphen. Dieser ist der einzige Graph der Ordnung d oder  in
Menge X
<
Ê .
Schließlich fu¨gt man fu¨r die Graphen der Gradfolge (
æ
'
¡
æ
genau  ﬁ_ !U 
 un-
abha¨ngige Kanten an alle Knoten bis auf einen vom Grad ( in die Graphen der
Menge W
<
ein. Es werden also die Graphen der Menge W
<
eingelesen, wobei jeder
Graph  »_)
  -mal untersucht wird: jeder Knoten vom Grad ( erha¨lt einmal den
Namen  . Sowohl fu¨r Graphen mit d als auch mit  Knoten ergibt sich so jeweils
genau ein kritischer, hamiltonscher planarer Graph der Gradfolge (
æ
'
¡
æ
; diese
beiden geho¨ren zur Menge X
<
 .
Im Folgenden sind alle kritischen planaren Graphen mit d beziehungsweise 
Knoten dargestellt. Die beiden nicht hamiltonschen darunter sind jeweils mit ei-
nem Stern markiert.
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PSfrag replacements

ﬂR 
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Abbildung 3.9: Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung d .
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PSfrag replacements


¢¢


¢
$
¢
Ü
Abbildung 3.10: Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung  (Fortsetzung
na¨chste Seite).
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PSfrag replacements


¢
(
¢
Ü
*
Abbildung 3.11: Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung  (Fortsetzung).
58
3.3. KONSTRUKTION PLANARER KRITISCHER GRAPHEN
PSfrag replacements
$
<
(
R
Abbildung 3.12: Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung  (Fortsetzung).
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Abbildung 3.13: Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung  (Fortsetzung).
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Abbildung 3.14: Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung  (Fortsetzung).
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PSfrag replacements
$
¢Ú(°¢
'
R
(
æ
'
6
*
Abbildung 3.15: Alle planaren kritischen Graphen der Ordnung  (Fortsetzung).
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Kapitel 4
Kreisfa¨rbungen
Bei der Kreisfa¨rbung handelt es sich, wie in der Einleitung bereits dargestellt, um
eine spezielle Form der Knotenfa¨rbung. Die dazugeho¨rige kreischromatische Zahl
 

	 eines Graphen  , die  d %% von Vince [98] unter dem Namen
”
starchromatic
number“ definiert und mit Methoden der kontinuierlichen Mathematik untersucht
wurde, nimmt in Extremfa¨llen den Wert der chromatischen Zahl an. Bondy und
Hell [17] behandelten das gleiche Gebiet unter rein kombinatorischen Gesichts-
punkten. Eine relativ neue Arbeit von Zhu [114] gibt einen ausfu¨hrlichen ¨Uber-
blick u¨ber bekannte Resultate zur Kreisfa¨rbung von Graphen. Die kreischromati-
sche Zahl konnte bisher fu¨r einzelne Klassen von Graphen bestimmt werden, so
zum Beispiel fu¨r bipartite, fu¨r vollsta¨ndige und fu¨r vollsta¨ndig multipartite Gra-
phen sowie fu¨r Kreise
0
 und Ra¨der
Ç
 (siehe Vince [98], Bondy und Hell [17],
Zhu [113]); von Wellmann [105] wurde sie außerdem fu¨r outerplanare Graphen
und fu¨r kleine Graphen (mit bis zu 3 Knoten) bestimmt.
In den folgenden beiden Abschnitten werden die Konzepte der Kreisfa¨rbung auf
Kantenfa¨rbungen (Abschnitt 4.1) und Totalfa¨rbungen (Abschnitt 4.2) u¨bertragen.
4.1 Kreiskantenfa¨rbung
Die Kreiskantenfa¨rbung wurde bisher als Kreisfa¨rbung von Kantengraphen nur am
Rande erwa¨hnt; Moser [86] bescha¨ftigte sich daru¨ber hinaus mit der Frage, fu¨r
welche rationalen Zahlen  es einen Kantengraph  mit kreischromatischer Zahl 
gibt. Die direkte ¨Ubertragung von Definitionen, Eigenschaften und Ergebnissen zur
kreischromatischen Zahl    	 auf Kantenfa¨rbung, die in diesem Unterabschnitt
behandelt wird, wurde von Hackmann und Kemnitz [55] erstmals zusammenge-
stellt.
Im Folgenden werden zuna¨chst die Definitionen vorgestellt und in Abschnitt 4.1.1
einige Eigenschaften des kreischromatischen Index behandelt; schließlich wird in
Abschnitt 4.1.2 der kreischromatische Index von Kreisen, vollsta¨ndigen Graphen
und des Petersen-Graphen bestimmt.
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In Abschnitt 4.1.3 wird der kreischromatische Index von Klasse- 
 -Graphen kleiner
Ordnung ermittelt.
Definition 4.1 Es seien H Ú  WY mit H  
   . Eine  H Ú @ -Kantenfa¨rbung eines
Graphen  ist eine Abbildung f³g 2 	 høä , so dass fu¨r je zwei adjazente Kan-
ten l und m gilt   ^oÈ f  l  _ðf  m  ÈT^)H _   . Der Graph  ist  H Ú @ -kantenfa¨rbbar,
wenn es eine  H Ú ° -Kantenfa¨rbung von  gibt, und der kreischromatische Index
ist definiert als   	N+dce'f I H Ui  g  ist  H Ú ° -kantenfa¨rbbar J .
Fu¨r  "+  entspricht die  H Ú @ -Kantenfa¨rbung der in Kapitel 2 definierten H -
Kantenfa¨rbung eines Graphen. Damit gilt die folgende Bemerkung.
Bemerkung 4.1 Da  ﬀ	 die kleinste Zahl H ist, fu¨r die ein Graph  eine  H ! -
Kantenfa¨rbung besitzt, gilt     	 ^    	 .
Zhu [113] fu¨hrte 1992 fu¨r die Kreisknotenfa¨rbung eine andere, a¨quivalente Defini-
tion der kreischromatischen Zahl ein, auf die der Begriff der Kreisfa¨rbung zuru¨ck-
geht. Auch diese Definition la¨sst sich auf Kantenfa¨rbung u¨bertragen.
Definition 4.2 Es sei
0
ein Kreis der La¨nge  in g
<
. Eine  -Kreiskantenfa¨rbung
eines Graphen  ist eine Abbildung f , die jeder Kante  von  ein offenes Kreis-
intervall f    der La¨nge  auf 0 so zuordnet, dass sich die Intervalle benachbarter
Kanten nicht u¨berschneiden. Besitzt  eine  -Kreiskantenfa¨rbung, so nennt man
den Graph  -kreiskantenfa¨rbbar. Der kreischromatische Index  &	 kann nun de-
finiert werden als Infimum aller Zahlen  Whg , fu¨r die  eine  -Kreiskantenfa¨rbung
besitzt.
Bemerkung 4.2 Die Definitionen 4.1 und 4.2 fu¨r den kreischromatischen Index
sind a¨quivalent.
Beweis. Es sei f eine  H Ú @ -Kantenfa¨rbung eines Graphen  . Nun sei f  eine Ab-
bildung von 2 	 auf einen Kreis der La¨nge H Ui  , die jeder Kante  das offene
Kreisintervall  f   Ui  f   Ui »ﬂ ! zuordnet. Dann hat jedes Intervall f    die
La¨nge  und die Intervalle benachbarter Kanten u¨berschneiden sich nicht. Somit
ist f  eine H Ui  -Kreiskantenfa¨rbung von  .
Ebenso entspricht jeder Kreisfa¨rbung f  auf einem Kreis mit rationaler La¨nge H Ui 
eine  H Ú @ -Kantenfa¨rbung f : Ist f  eine H Ui  -Kreiskantenfa¨rbung, so definiert man
f


·+
f
 i


 
 fu¨r jede Kante >W 2 ? , wobei f  i    der Ausgangspunkt des
Abschlusses des Intervalls f    ist, wenn
0
im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.
Somit gilt   ^[È f  l  _f  m  ÈÕ^aHs_   fu¨r je zwei benachbarte Kanten l und m ,
und f ist eine  H Ú @ -Kantenfa¨rbung von  . 
Bei der Untersuchung der Eigenschaften von  & zeigt es sich, dass sich mal die
eine, mal die andere Definition besser in Beweisen verwenden la¨sst.
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4.1.1 Eigenschaften des kreischromatischen Index
Betrachtet man die Definition der  -Kreiskantenfa¨rbung, so sieht man sofort, dass
ein H Ui  -kreiskantenfa¨rbbarer Graph mit H Ui  ^)H ÓUi  fu¨r natu¨rliche Zahlen H Ú Á H 
und    immer auch H  Ui   -kreiskantenfa¨rbbar ist: Hat man eine H Ui  -Kreiskanten-
fa¨rbung gegeben, so bedeutet der Wechsel von H Ui  zu H ~Ui  , dass sich in der Dar-
stellung als Kreisfa¨rbung der Kreis der La¨nge H Ui  auf die La¨nge H  Ui   vergro¨ßert,
ohne die Fa¨rbung des Graphen zu vera¨ndern. Somit erha¨lt man eine H ~Ui  -Kreis-
kantenfa¨rbung von  .
Bemerkung 4.3 Aus obiger ¨Uberlegung folgt zum Beispiel, dass ein  H Ú ° -kan-
tenfa¨rbbarer Graph immer eine  H Ú ~ -Kantenfa¨rbung mit ââã  H Ú Óª+ besitzt.
Wie der folgende Satz, die ¨Ubertragung eines Ergebnisses von Bondy und Hell
[17] auf Kantenfa¨rbung, zeigt, wird das Infimum in der Definition des kreischro-
matischen Index immer angenommen und kann daher durch das Minimum ersetzt
werden.
Satz 4.1 Ist  ein Graph mit  Kanten, so gilt
 


	t+djkcle
I
H
Ui 
g

¾

á

H
Ú °
-kantenfa¨rbbar und H;^)J 4
Beweis. Zuna¨chst wird gezeigt, dass ein  H Ú ° -kantenfa¨rbbarer Graph  mit 
Kanten immer eine  H  Ú    -Kantenfa¨rbung mit H  Ui   ^H Ui  , ââã  H  Ú   ﬃ+\ und
H

^j besitzt.  sei  H Ú @ -kantengefa¨rbt, wobei nach Bemerkung 4.3 angenom-
men werden kann, dass H und   teilerfremd sind, und es gelte H¼¬\ . Dann gibt
es eine Farbe aus der Menge
I

444!
H»_

J , die an keiner Kante benutzt wird.
Ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit sei   eine solche Farbe. Ist nun eine Kan-
te mit der Farbe 
   gefa¨rbt, so kann diese Kante mit 
   _  umgefa¨rbt werden,
ohne die Fa¨rbungsbedingungen zu verletzen. Auf diese Weise fa¨hrt man fort, al-
le Kanten umzufa¨rben, die eine der Farben $  Á (  444i&  enthalten, wobei  die
kleinste natu¨rliche Zahl ist, fu¨r die   Þ  (modulo H ) gilt. Da ââã  H Ú @w+b
ist, existiert eine solche Zahl  . Es entsteht eine  H Ú @ -Kantenfa¨rbung f , bei der
keine Kante mit einer Farbe aus der Menge å +
I
 Á


 Á444& 
J gefa¨rbt ist.
Es sei H `+ Hn_  . Die neue Fa¨rbung f  g 2 	 h 
äbm
sei definiert durch
f



¶+
f



_[È
I
¾W©åþgð¾
Û
f



J@È . Setzt man nun n +êﬀ&  _ !U H und
 +O 
_on , so ist f  eine  H Ú ~ -Kantenfa¨rbung von  :
Sind  ¢ und 
<
zwei benachbarte Kanten, so gilt È f   ¢  _}f  
<

È
 
. Ohne Ein-
schra¨nkung sei f   ¢  Û f  
<

. Da  W>å gilt, sind weder  ¢ noch 
<
mit  gefa¨rbt.
Damit liegen von den Farben f   ¢ 5 f   ¢ ªﬂ#444 f   ¢ ªﬂa  _  in ä genau n
Farben in å ; also gilt È f   ¢  _af ﬀ 
<

È
ú 
_pn
+Ï 
. Ebenso liegen von den
Farben f  
<
5
f


<
rﬂ\444!
f


<
rﬂ 
_
 in ä genau n Farben in å ; wegen
È f


¢

_=f


<

È°^¼HN_
  gilt somit auch È f   ¢  _¯f  
<

È°^¼HN_

_
 
_qn
t+
H

_
 
.
Also ist f  eine  H Ú ~ -Kantenfa¨rbung von  .
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Des Weiteren gilt
H

 

+
H·_

 
_on
+
H

Hº_
Ù
 P
Hº_
ÙŁﬂa
Û
H
 
4
Ist bei einer  H Ú ° -Kantenfa¨rbung von  also Hé¬  , so gibt es eine  H  Ú    -
Kantenfa¨rbung von  mit H ×Ui  Û H Ui  . Da die Menge
I
H
Ui 
g
 ist  H Ú @ -kantenfa¨rbbar, ââã  H Ú °N+j und H Û KJ
endlich ist, kann das Infimum in der Definition des kreischromatischen Index durch
das Minimum ersetzt werden. 
Der kreischromatische Index     	 ist somit immer rational.
Durch geeignete Abscha¨tzung nach unten erha¨lt man folgende Schranken fu¨r den
kreischromatischen Index, die auch bei Moser [86] angegeben werden:
Satz 4.2 Fu¨r jeden Graph  gilt    	 _  Û     	 ^    	 und     	q
ﬁ?
.
Beweis. Nach Bemerkung 4.1 gilt     	 ^    	 fu¨r jeden Graph  .
Zuna¨chst wird     	 ¬    	 _  gezeigt. Angenommen, es gibt eine  H Ú ° -
Kantenfa¨rbung f von  mit H Ui  ^  &? _  . Es sei ââã  H Ú @s+þ . Definiert
man eine Fa¨rbung f   l ¦+ f   l Ui   fu¨r alle Kanten  l W 2 ? , so bildet f  die
Kanten von  auf die Menge å +
I

444!


H`_
!Ui 
J ab. Da ÈÌåÄÈÕ^    	 _ 
und fu¨r je zwei benachbarte Kanten l und m außerdem È f ﬀ l  _¶f ﬀ m  È j gilt,
ist f  eine    	 _ ! -Kantenfa¨rbung von  , im Widerspruch zur Definition des
chromatischen Index  &	 . Also gilt  	 ¬  ﬀ	 _  .
Nun folgt der Beweis fu¨r  &?Äaﬁ	 . Angenommen,  sei  H Ú ° -kantenfa¨rb-
bar mit H Ui  Û ﬁ	t+c . Dann liegen die Werte f   l  einer  H Ú @ -Kantenfa¨rbung
f·g
2
	
h r 

H
 von  paarweise benachbarten Kanten  ¢ 444 ts alle in dem
Intervall r   H  . Somit gibt es zwei benachbarte Kanten l  5m mit È f  l  _>f  m  È°^
H
U
Û
 
. Das widerspricht der Definition einer  H Ú ° -Kantenfa¨rbung; also gilt
 &	r)
. 
Wie in Kapitel 2 dargestellt, gilt ﬁ? ^    	 ^ ﬁ	Ùﬂu fu¨r jeden Graph 
(Satz 2.3 von Vizing), und man nennt  einen Klasse-  -Graph beziehungsweise
einen Klasse- 
 -Graph, wenn    	t+u§	 beziehungsweise    	t+cﬁ	ﬂ¼
gilt. Somit folgt aus Satz 4.2 unmittelbar Korollar 4.1:
Korollar 4.1 Ist  ein Klasse-1-Graph, so gilt     	;+þ ; ist  dagegen ein
Klasse-2-Graph, so gilt  Û  &Q? ^ ﬂO .
Fu¨r Klasse- 
 -Graphen ko¨nnen die Schranken aus Korollar 4.1 noch verbessert wer-
den. Dazu wird die folgende ¨Uberlegung angewandt, die auch fu¨r weitere Ergeb-
nisse hilfreich ist.
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Bemerkung 4.4 Ist f eine H Ui  -Kreiskantenfa¨rbung eines Graphen  der Gro¨ße 
und hat  die Kantenunabha¨ngigkeitszahl   , so du¨rfen sich die Intervalle f  l 
der Kanten l  ¾ +ø444  fu¨r jeweils ho¨chstens  Kanten l paarweise u¨ber-
schneiden. Da die Intervalle alle die La¨nge  haben, gilt H Ui `  U  .
Satz 4.3 Ist  ein Klasse- 
 -Graph, so gilt entweder     	t+uﬁ?Łﬂa oder
ﬁ	ﬂ



	
^
 

 	
^
ﬁ	Łﬂ
Ł	
_



	

wobei   	 die Kantenunabha¨ngigkeitszahl von  ist.
Beweis. Nach Satz 4.1 kann fu¨r eine H Ui  -Kreiskantenfa¨rbung von  immer H´^)
angenommen werden; mit Bemerkung 4.4 folgt somit   ^©H 	U }^ ﬀ? .
Also ist der kleinstmo¨gliche kreischromatische Index eines Graphen  der Klas-
se 
 mit Kantenunabha¨ngigkeitszahl Ł gleich ,ﬂ"!UŁ und der gro¨ßtmo¨gliche
kreischromatische Index eines Graphen  , fu¨r den     	 Û    ?+ojﬂu gilt,
gleich ﬂO _ !UP+uﬂuﬀ _ !U . 
4.1.2 Exakte Werte fu¨r den kreischromatischen Index
Fu¨r Klasse-  -Graphen ist der kreischromatische Index nach Korollar 4.1 bereits
bekannt. Im Folgenden soll er fu¨r einige Klasse- 
 -Graphen bestimmt werden.
Kreise
Zuna¨chst wird in Satz 4.4 der kreischromatische Index ungerader Kreise bestimmt.
In der Knotenfa¨rbung wird die kreischromatische Zahl ungerader Kreise zum Bei-
spiel bei Vince [98] ermittelt, und da fu¨r einen Kreis 0  immer R  0   + 0  gilt,
kann das Ergebnis auf Kreiskantenfa¨rbung u¨bertragen werden; es la¨sst sich aber
auch wie hier ganz direkt beweisen.
Satz 4.4 Ist | c , so gilt      07< yÖ ¢ t+ 
 ﬂO!U | .
Beweis. Da ein ungerader Kreis
07<
yÖ
¢ nicht 
 -kantenfa¨rbbar ist und Kantenun-
abha¨ngigkeitszahl Õ+ | besitzt, gilt nach Bemerkung 4.4 fu¨r den kreischromati-
schen Index     
07<
yÖ
¢
r


ﬂu!U
| .
Es bleibt zu zeigen, dass
07<
yÖ
¢ eine  
i| ﬂ` |  -Kantenfa¨rbung besitzt. Die Kanten
von
0
<
yÖ
¢ seien im Uhrzeigersinn mit  Ü   ¢ 444 
<
y durchnummeriert. Nun fa¨rbt
man fu¨r ¾ +  444 
i| die Kante l mit der Farbe f  l  ÞO|£¾ (modulo 
i| ﬂ} ). Fu¨r
¾
+

444!

i|º_
 gilt dann È f  lÓÖ ¢  _´f  l  ÈÞO| oder | ﬂ (modulo 
i| ﬂ ), und
daru¨ber hinaus gilt
È f


<
y

_nf

Ü

È
+
f


<
y
t+

i|
<
+
|ﬁ_
!Q

i|
ﬂa!Łﬂu
|
ﬂu!
Þ |
ﬂa (modulo 
i| ﬂa ) 4
Damit ist der Graph zula¨ssig  
i| ﬂa |  -kantengefa¨rbt. 
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Vollsta¨ndige Graphen
Bemerkung 4.4 kann auch benutzt werden, um den kreischromatischen Index voll-
sta¨ndiger Graphen ungerader Ordnung zu bestimmen. Da vollsta¨ndige Graphen
gerader Ordnung zur Klasse  geho¨ren, ergibt sich der folgende Satz.
Satz 4.5 Fu¨r vollsta¨ndige Graphen x  gilt   x  N+O ﬀ x   .
Beweis. Ist  gerade, so ist x  ein Klasse-  -Graph und die Aussage folgt aus Ko-
rollar 4.1.
Es sei also  ungerade. Dann hat der Graph x  genau  +   w_ !U 
 Kanten und
Kantenunabha¨ngigkeitszahl ¦+  >_ !U 
 . Laut Bemerkung 4.4 gilt demnach
    
x

r

+uﬁ
x

Łﬂu und damit      x  ª+uﬁ x  Łﬂa¦+O    x   . 
Der Petersen-Graph
Schließlich soll noch fu¨r einen einzelnen Graph der kreischromatische Index be-
stimmt werden: Fu¨r den Petersen-Graph ñ , der, wie in Abschnitt 2.1.2 erwa¨hnt,
ein Snark ist — und zwar der Snark kleinster Ordnung.
Satz 4.6 Fu¨r den Petersen-Graph ñ gilt   ñ N+j!U $ +u§ ñ Łﬂ 
 U $ .
Beweis. Abbildung 4.1 zeigt eine µ $  -Kantenfa¨rbung des Petersen-Graphen, die
mittels eines Computerprogrammes von Wellmann [105] berechnet wurde; fu¨r ñ
gilt also      ñ  ^ !U $ .
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Abbildung 4.1: µ $  -Kantenfa¨rbung von ñ .
Da die gro¨ßte rationale Zahl H Ui  mit H Ui  Û !U $ ,   ^ Ł ñ »+ ' und H^
È
2

ñ

È
+ 
' die Zahl 3 U 
 ist, muss nach Satz 4.1 und Korollar 4.1 zur Ver-
vollsta¨ndigung des Beweises nur noch gezeigt werden, dass ñ nicht  3  
  -kan-
tenfa¨rbbar ist.
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Angenommen, ñ sei  3  
  -kantengefa¨rbt. Bezeichnet man mit å l die Menge der
Farben ¾ und ¾ ﬂ (modulo 3 ), so ist die Anzahl der Kanten, die mit einer Farbe
aus der Menge åÕl gefa¨rbt sind, im Durchschnitt fu¨r jedes ¾wW I  444 GKJ gleich

ÁÈ
2

ñ

È
U
3
+
(
ﬂ
<
L
. Wegen    ñ ;+ ' muss es somit mindestens zwei Farb-
mengen åÕl  åTm geben, mit deren Farben genau ' Kanten von ñ gefa¨rbt sind. Diese
maximal unabha¨ngigen Kantenmengen seien mit 2 l beziehungsweise 2 m benannt.
Im Petersen-Graph gibt es genau sechs verschiedene maximal unabha¨ngige Kan-
tenmengen, die — bezogen auf die Darstellung von Abbildung 4.1 — entweder
aus den fu¨nf Speichen des Petersen-Graphen oder aus je zwei Kanten des Außen-
und des Innenkreises und einer Speiche bestehen (siehe Abbildung 4.2).
PSfrag replacements
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Abbildung 4.2: Maximale unabha¨ngige Kantenmengen von ñ .
Da je zwei maximale unabha¨ngige Kantenmengen im Petersen-Graph mindestens
eine Kante gemeinsam haben, muss åÕlvuqåTm p+xw gelten. Ohne Einschra¨nkung sei
Ý
+
¾
ﬂ#
, also åÕl +
I
¾

¾
ﬂ#
J und åTm +
I
¾
ﬂ#
¾
ﬂ

KJ . Wie in Abbildung 4.3
zu sehen, ergeben sich drei Mo¨glichkeiten fu¨r den von 2 l
8
2
m induzierten Graph.
Die Kanten von
2
l sind in der Abbildung als durchgezogene und die von 2 m als
gestrichelte Linien dargestellt.
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Abbildung 4.3: Drei mo¨gliche Fa¨lle des von
2
l
8
2
m induzierte Graphen.
In Abbildung 4.3 ist die Kante, die sowohl zu 2 l als auch zu 2 m geho¨rt, jeweils mit
der Farbe ¾ ﬂq gefa¨rbt, wa¨hrend von den anderen Kanten die zu 2 m geho¨renden die
Farbe ¾ ﬂ 
 und die zu 2 l geho¨renden die Farbe ¾ haben. In jedem Fall findet man
69
4. KREISFA¨RBUNGEN
zwei benachbarte Kanten ¤Pk und kKÉ in ñ , die beide sowohl zu mit ¾ als auch zu
mit ¾ ﬂ 
 gefa¨rbten Kanten benachbart sind (siehe Abbildung 4.3). Damit mu¨ssen
die benachbarten Kanten ¤k und kÉ wegen  }+ 
 jeweils mit einer der beiden
Farben ¾ ﬂ ( und ¾ ﬂ ' (modulo 3 ) gefa¨rbt sein, was nicht mo¨glich ist.
Somit gilt   ñ  ¬½3 U 
 und daher  & ñ t+j!U $ . 
4.1.3 Der kreischromatische Index aller Klasse- y -Graphen
der Ordnung z|{~}
In diesem Abschnitt wird der Wert     	 aller Klasse- 
 -Graphen  der Ordnung
}^#3 angegeben; daru¨ber hinaus wird ein Ergebnis u¨ber den kreischromatischen
Index bestimmter kritischer Graphen bewiesen, die in Kapitel 3 definiert sind (De-
finition 3.1).
Da jeder Klasse- 
 -Graph nach Satz 3.1 einen kritischen Teilgraph mit gleichem
Maximalgrad entha¨lt, entsteht die Menge der Klasse- 
 -Graphen einer gegebenen
Knotenzahl  , indem Kanten beziehungsweise Knoten und Kanten in alle kriti-
schen Graphen mit gleichem Maximalgrad und Knotenzahl ^ eingefu¨gt werden,
ohne den Maximalgrad zu erho¨hen. Eine Liste aller kritischen Graphen der Kno-
tenzahl »^O3 ist zum Beispiel bei Fiorini und Wilson [44] zu finden.
Unter Zuhilfenahme des bereits in Abschnitt 4.1.2 erwa¨hnten Computerprogram-
mes von Wellmann [105] wurden alle Klasse- 
 -Graphen mit bis zu 3 Knoten be-
zu¨glich ihres kreischromatischen Index untersucht. Da das Programm fu¨r Kno-
tenfa¨rbungen konzipiert ist, wurde dazu jeweils der Kantengraph des zu unter-
suchenden Graphen eingegeben. Das Ergebnis ist in den folgenden Abbildungen
4.4 bis 4.6 dargestellt; die Zahl unterhalb eines Graphen gibt jeweils den dazu-
geho¨rigen kreischromatischen Index an. Die kritischen Graphen sind daru¨ber hin-
aus mit einem Stern gekennzeichnet. In allen Fa¨llen, in denen fu¨r einen Graph 
der Wert  & 	 kleiner als  &	 ist, ist eine mo¨gliche  H Ú @ -Kantenfa¨rbung mit
H
Ui º+O ? angegeben.
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Abbildung 4.4:  	 von Klasse- 
 -Graphen  mit »^)'
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Abbildung 4.5: )+*,.-0/21 von Klasse-  -Graphen / mit 	
 bzw. 	
3 und 46587 .
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Abbildung 4.6: )*
,
-0/21 von Klasse-  -Graphen / mit 	
 und 46Ü  .
Es stellt sich die Frage, ob man zumindest fu¨r kritische Graphen eine Regelma¨ßig-
keit in Bezug auf den kreischromatischen Index finden kann. In Tabelle 4.1 sind
die Ergebnisse fu¨r kritische Graphen mit bis zu sieben Knoten noch einmal zusam-
mengefasst. Dabei wird der Begriff der Gradfolge eines Graphen benutzt, der in
Kapitel 3 definiert ist (siehe Seite 42).
Bisher ist es jedoch nur fu¨r eine spezielle Klasse von kritischen Graphen gelungen,
ein allgemeines Ergebnis zur Kreiskantenfa¨rbung zu formulieren. Dies wird im
folgenden Satz dargestellt.
Satz 4.7 Ist / ein kritischer Graph der Ordnung 	 Ü  mit Gradfolge ÞÝÛàßﬂáâÝ , so
hat / eine - Þã  1 -Kantenfa¨rbung.
Beweis. Aufgrund der Gradfolge von / ist 	 ungerade. Es sei ä der Knoten vom
Grad  in / , und å Ý ã åæ seien die beiden Nachbarknoten von ä . Da / kritisch
ist, muss der Graph /èçéä eine  -Kantenfa¨rbung besitzen. Die Kantenzahl von
/çêä betra¨gt -  	 ç  1  ; da nach ¨Uberlegungen in Kapitel 2 (Seite 12) ëì*0-0/21í5
-
	
ç
Ô
1
 gilt, gibt es also mindestens zwei Farbklassen der  -Kantenfa¨rbung von
/îçïä , in der genau - 	 ç Ô 1  Kanten liegen. Es sei ð eine solche Farbklasse. Die
Kantenmenge ð bildet in /ñçòä einen Ô -Faktor. Somit ist der Graph /ñçòäóçôð
ein  -kantengefa¨rbter Graph der Gradfolge Ô æ àßáöõ , in dem genau die Knoten å Ý
und åæ den Grad Ô haben. Der Graph /÷çôð besteht somit aus einer Menge von
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# nichtisom.øúù
-0/21
ø
4ó-0/21 Gradfolge Graphen ) * , -0/û1
   õ Ô 
  ü Ô 
  Ý þý Ô
7
7

æ
7
õ Ô 

 ﬂß Ô


 ÞÝÛ 
7 je  
7
 Ý
7
  
einmal  , einmal 

æ
7
ü
 je 
  Ý    Ô

ÞÝ
7
ÝÛü 
einmal  , einmal ÔﬂÔÕ
7
õ þý 
zweimal ÔﬂÔÕ , einmal Ô  

7
ÝÛ
æ

ý Ô Ô.

æ

ü Ô Ô.
Tabelle 4.1: )+*,.-0/21 fu¨r kritische Graphen / der Ordnung 	 5  .
knotendisjunkten Kreisen, von denen wegen der ungeraden Ordnung von / und
der  -Kantenfa¨rbung von / ç ä ç3ð nur der Kreis, auf dem ä liegt, ungerade
Ordnung hat. Dieser ungerade Kreis sei mit

benannt.
Gilt
øúù
-

1
ø



, so sind å Ý und å æ benachbart; der Graph / hat somit eine Form
wie zum Beispiel in Abbildung 4.7 dargestellt (gestrichelte Kanten geho¨ren zur
Kantenmenge ð ).
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Abbildung 4.7: Ein Beispiel fu¨r Graph / im Fall
øúù
-

1
ø



.
Der Graph kann folgendermaßen gefa¨rbt werden: Die Kante äöå Ý erha¨lt die Farbe

, die Kante ä å æ die Farbe  und å Ý å æ die Farbe 7 . Die verbleibende von å Ý be-
ziehungsweise å
æ
ausgehende Kante der Menge ð wird mit  beziehungsweise Ô
gefa¨rbt, wa¨hrend die auf den geraden Kreisen liegenden Kanten abwechselnd die
Farben  und  erhalten. Die noch ungefa¨rbten Kanten der Menge ð (innerhalb der
Kreise) ko¨nnen nun alle mit der Farbe  gefa¨rbt werden, und es ergibt sich eine
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-
Þã

1 -Kantenfa¨rbung von / .
Im Folgenden wird gezeigt, dass der ungerade Kreis

fu¨r
øúù
-

1
ø
Ü
 immer
einen Weg  ý 
 - Ý ã  æ ã  õ ã  ý 1 mit der Eigenschaft entha¨lt, dass fu¨r alle  ã	 

Ô
ã


 ã
7 mit 
 gilt  -0/21  -

1 .
Ist
øúù
-

1
ø



, so sei  Ý beziehungsweise  æ der Nachbarknoten von å Ý bezie-
hungsweise å æ auf

. Wegen der Voraussetzung
øúù
-0/21
ø
Ü
 und der Gradfolge
 Ý  ßáâÝ
von / kann nicht gleichzeitig å Ýﬀ  æ als auch å æ   Ý gelten; ohne
Einschra¨nkung sei å Ý nicht zu  æ adjazent. Dann bilden die Knoten ä , å Ý ,  Ý und
 æ einen Weg  ý auf

mit der oben beschriebenen Eigenschaft (siehe Abbildung
4.8).
PSfrag replacements
ä
å
Ý
å æ

Ý

æ
Abbildung 4.8: Ein Beispiel fu¨r Graph / im Fall
øúù
-

1
ø



.
Es sei nun
øúù
-

1
ø
Ü

. Fu¨r  

Ô
ã

sei mit 

der zweite Nachbarknoten von å

auf

und mit ﬁﬂ der weitere Nachbarknoten von ﬃ auf

benannt. Gilt å Ý åæ  -0/û1
oder å Ý  æ   -0/21 , so ko¨nnen die auf

aufeinanderfolgenden Knoten ä , å Ý ,  Ý und
ﬁ
Ý aufgrund der Gradfolge ÞÝÛàßáâÝ von / durch keine weitere Kante untereinander
benachbart sein (siehe Abbildung 4.9, linkes und mittleres Bild).PSfrag replacements
äää
å
Ý
å
Ý
å
Ý
å
æ
å
æ
å
æ

Ý

Ý

Ý

æ

æ

æ
ﬁ
Ý
ﬁ
Ý
ﬁ
Ý
!
ﬁ
æ
ﬁ
æ
ﬁíæ
Abbildung 4.9: Der gesuchte, auf

liegende Weg  ý .
Ist dagegen å Ý außer zu ä und zu  Ý zu einem Knoten ! 
 å
æ
ã

æ
benachbart,
so ko¨nnen die Knoten å Ý , ä , åæ und  æ durch keine weitere, nicht auf

liegende
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Kante benachbart sein (siehe Abbildung 4.9, rechtes Bild). In jedem Fall erha¨lt
man also einen auf

liegenden Weg  ý mit der oben beschriebenen Eigenschaft.
Es seien nun  Ý , ﬂæ ,  õ und  ý vier auf

aufeinanderfolgende Knoten, fu¨r die
    
"
-0/21#

-

1 gilt fu¨r  ã	 
 Ô ã


 ã 7 . Der Graph / kann folgendermaßen
-
Þã

1 -kantengefa¨rbt werden: Jede zu  Ý oder ﬂæ inzidente, nicht auf

liegende
Kante wird mit der Farbe  gefa¨rbt; alle zu  õ oder  ý benachbarten Kanten, die
nicht zu

geho¨ren, erhalten dagegen die Farbe Ô . Alle noch ungefa¨rbten Kanten
der Menge ð werden mit der Farbe  gefa¨rbt. Wa¨hlt man nun fu¨r  Ý  æ die Farbe  ,
fu¨r  æ  õ die Farbe 7 und fu¨r  õ  ý die Farbe  , so ko¨nnen die Kanten der geraden
Kreise aus / ç ð sowie die gerade Anzahl verbleibender Kanten von

abwech-
selnd mit den Farben  und  gefa¨rbt werden. Auf diese Weise erha¨lt man eine
-
Þã

1 -Kantenfa¨rbung von / . $
4.2 Kreistotalfa¨rbung
Analog zur ¨Ubertragung der Kreisfa¨rbung auf Kantenfa¨rbung wird nun die ¨Uber-
tragung auf die in Kapitel 2 definierte Totalfa¨rbung untersucht. In den meisten
Fa¨llen sind die Beweismethoden sehr a¨hnlich. Erste Ergebnisse wurden von Hack-
mann und Kemnitz [56] zur Vero¨ffentlichung eingereicht.
Definition 4.3 Es seien % ã'& ( mit % Ü  & . Eine -)% ã'& 1 -Totalfa¨rbung eines Gra-
phen / ist eine Abbildung * 
ù
-0/21,+

-0/21.-0/ﬂ1 , so dass fu¨r je zwei benachbarte
Elemente ä

ã
ä


ù
-0/21+

-0/21 gilt & 5
ø
*ﬂ- ä

1Þç2*- ä

1
ø
53% ç
&
. Der Graph / ist
-)%
ã'&
1 -totalfa¨rbbar, wenn es eine -)% ã'& 1 -Totalfa¨rbung von / gibt, und die kreistotal-
chromatische Zahl ist definiert als ) * *, -0/û1 
547698;: %  &  / ist -)% ã'& 1 -totalfa¨rbbar < .
Fu¨r & 

Ô
entspricht die -)% ã'& 1 -Totalfa¨rbung der in Definition 2.8 definierten % -To-
talfa¨rbung eines Graphen, so dass )* *
,
-0/û1 5 )+* * -0/21 gilt.
Auch fu¨r die kreistotalchromatische Zahl la¨sst sich eine zweite, a¨quivalente Defi-
nition angeben.
Definition 4.4 Es sei

ein Kreis der La¨nge = in > æ . Eine = -Kreistotalfa¨rbung ei-
nes Graphen / ist eine Abbildung * , die jedem Knoten und jeder Kante ? von /
ein offenes Kreisintervall *ﬂ-)?þ1 der La¨nge Ô auf  so zuordnet, dass sich die In-
tervalle benachbarter Elemente aus
ù
-0/21+

-0/21 nicht u¨berschneiden. Besitzt /
eine = -Kreistotalfa¨rbung, so nennt man den Graph = -kreistotalfa¨rbbar. Die kreisto-
talchromatische Zahl ) * *, -0/21 kann nun definiert werden als Infimum aller Zahlen
=

> , fu¨r die der Graph = -kreistotalfa¨rbbar ist.
Analog zu Bemerkung 4.2 kann gezeigt werden, dass die Definitionen 4.3 und 4.4
fu¨r die kreistotalchromatische Zahl a¨quivalent sind:
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Es sei * eine -)% ã'& 1 -Totalfa¨rbung eines Graphen / . Nun sei *Ú* eine Abbildung von
ù
-0/21;+

-0/21 auf einen Kreis der La¨nge %  & , die jedem Element ä  ù -0/21@+  -0/21
das offene Kreisintervall -A*ﬂ- ä 1  &öã *ﬂ- ä 1  &B Ô 1 zuordnet. Dann hat jedes Intervall
* * - ä 1 die La¨nge Ô und die Intervalle benachbarter Elemente u¨berschneiden sich
nicht.
Ebenso entspricht jeder Kreistotalfa¨rbung *Ú* auf einem Kreis mit rationaler La¨nge
%

& eine -)% ã'& 1 -Totalfa¨rbung * : Ist *Û* eine %  & -Kreistotalfa¨rbung, so definiert man
*ﬂ- ä 1

DC
* * E - ä 1
&GF fu¨r jedes Element ä  ù -0/21+  -0/û1 , wobei * * E - ä 1 der Ausgangs-
punkt des Abschlusses des Intervalls *Ú* - äâ1 ist, wenn

im Uhrzeigersinn durchlau-
fen wird. Somit gilt & 5
ø
*ﬂ- ä  1 ç*ﬂ- ä  1
ø
5H% ç
& fu¨r je zwei benachbarte Elemente
ä  und ä  .
4.2.1 Eigenschaften der kreistotalchromatischen Zahl
Auch fu¨r die Kreistotalfa¨rbung gilt offensichtlich, dass ein %  & -kreistotalfa¨rbbarer
Graph mit %  & 5I% *  & * fu¨r natu¨rliche Zahlen % ã'&öã % * und & * immer auch % *  & * -
kreistotalfa¨rbbar ist. Somit hat jeder -)% ã'& 1 -totalfa¨rbbare Graph eine -)% * ã'& * 1 -Total-
fa¨rbung mit % *  & * 
 %  & und JKJML -)% * ã'& * 1 
 Ô .
Satz 4.1 la¨sst sich ebenfalls ohne Probleme auf Totalfa¨rbungen u¨bertragen; der Be-
weis verla¨uft ganz analog. Mo¨glich ist jedoch auch ein Beweis u¨ber den Totalgra-
phen von / , der das entsprechende Ergebnis fu¨r Knotenfa¨rbungen benutzt. Dieser
Beweis ist hier angegeben.
Satz 4.8 Ist / ein Graph mit 	 Knoten und N Kanten, so gilt
)
* *
,
-0/21

PO476Q:
%

& 
/HSRT<-)%
ã'&
1 -totalfa¨rbbar und %5 	UB NV< 

Beweis. Es sei /XW 
3Y -0/21 der Totalgraph von / . Dann gilt
øúù
-0/ZWØ1
ø

 	[B
N . Nach
Bondy und Hell [17] gilt fu¨r die kreischromatische Zahl ) , -A\ 1 eines Graphen mit
	Q] Knoten
)
,
-A\ 1

PO476Q:
%

& 
\ ist -)% ã'& 1 -fa¨rbbar und % 5 	 <M^
angewandt auf den Graph / W ergibt sich die Behauptung. $
Auch die kreistotalchromatische Zahl )* *, -0/21 ist somit immer rational.
Wie bereits bemerkt, gilt fu¨r die totalchromatische Zahl )* *
,
-0/21 5 )+* * -0/21 fu¨r jeden
Graph / . In Kapitel 2 wurde die totalchromatische Vermutung vorgestellt (Vermu-
tung 2.3), nach der alle Graphen in die Typen Ô und  eingeteilt werden ko¨nnen.
Satz 4.9 zeigt, dass ) * *
,
-0/21


)
* *
-0/21 fu¨r alle Typ- Ô -Graphen / gilt.
Satz 4.9 Fu¨r alle Graphen / gilt )* * -0/û1ç Ô`_ )* *
,
-0/û1 5 )* *0-0/21 ; ist / ein Typ-
Ô
-
Graph, so gilt )* *
,
-0/21


4
B
Ô
.
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Beweis. Es sei 4 -0/21 
 4 . Wegen )* *, -0/21 5 )* * -0/21 gilt )+* *,Þ-0/21 54 B Ô , falls /
vom Typ Ô ist.
Zuna¨chst wird nun ) * *, -0/û1 Üô4 B Ô gezeigt. Angenommen, / sei -)% ã'& 1 -totalfa¨rb-
bar mit %  & _ 4 B Ô . Ist äba ein Knoten mit Maximalgrad und sind ä Ý ã


Õã äbc die
zu äba benachbarten Kanten, so liegen die Werte *ﬂ- ä  1 ,  
  ã


Õã 4 , einer -)% ã'& 1 -
Totalfa¨rbung * 
ù
-0/21d+

-0/21e-gf

ã
% 1 alle in dem Intervall f  ã % 1 . Somit gibt es
zwei benachbarte Elemente äb ã äh mit  ã	  :  ã


þã 4i< und
ø
*ﬂ- äﬃ 1íçH*ﬂ- äj1
ø
5
%

4
_
&
. Das widerspricht der Definition einer -)% ã'& 1 -Totalfa¨rbung; also gilt
)* *,Þ-0/û1 Ü 4
B
Ô fu¨r alle Graphen / und somit )* *, -0/21 
 4 -0/21 B Ô , wenn /
zu Typ Ô geho¨rt.
Nun wird ) * *, -0/21Pk ) * * -0/21 ç Ô bewiesen. Angenommen, es gibt eine -)% ã'& 1 -
Totalfa¨rbung * von / mit %  & 5 )* *0-0/21 ç Ô . Ohne Einschra¨nkung kann -)% ã'& 1 
 Ô
angenommen werden. Definiert man eine Fa¨rbung *Ú*0- äﬃ01 
DC *ﬂ- äﬃ 1  &GF fu¨r alle Ele-
mente ä  
ù
-0/21ﬂ+

-0/21 , so bildet * * die Knoten und Kanten von / auf die
Menge ð 
l:  ã


ÕãVC -)%óç Ô 1  &MF < ab. Da
ø
ð
ø
5è)* * -0/û1 ç
Ô
und fu¨r je zwei be-
nachbarte Elemente ä  und ä  außerdem
ø
*
*
- ä

1 çP*
*
- ä

1
ø
Ü
Ô gilt, ist * * eine
- )* * -0/û1öç
Ô
1 -Totalfa¨rbung von / , im Widerspruch zur Definition von )* * . Also gilt
)
* *
,
-0/û1ek )
* *
-0/21 ç
Ô
. $
Fu¨r Typ-  -Graphen ko¨nnen die Schranken aus Satz 4.9 noch verbessert werden.
Dazu wird eine zu Bemerkung 4.4 a¨quivalente ¨Uberlegung angestellt.
Bemerkung 4.5 Ist * eine %  & -Kreistotalfa¨rbung eines Graphen / der Ordnung
	 und der Gro¨ße N und hat / die totale Unabha¨ngigkeitszahl ë * * , so du¨rfen sich
die Intervalle *- äb 1 der Elemente äﬃ 
ù
-0/21m+

-0/21 , 


Ô
ã


Õã 	 B
N fu¨r je-
weils ho¨chstens ë * * Elemente ä  paarweise u¨berschneiden. Da die Intervalle alle
die La¨nge Ô haben, gilt %  & Ü3- 	UB N1  ë* * .
Satz 4.10 Ist / ein Typ-  -Graph, so gilt entweder ) * *, -0/21 
 4ó-0/21 B  oder
4 -0/û1
B
Ô
B
Ô
ë
* *
-0/û1
5 )
* *
,
-0/21 5é4 -0/21
B
Ô
B
ëì* *0-0/21 ç
Ô
ë
* *
-0/21
ã
wobei ëì* * -0/21 die totale Unabha¨ngigkeitszahl von / ist.
Beweis. Nach Satz 4.8 kann fu¨r eine %  & -Kreistotalfa¨rbung von / immer %5 	#B N
angenommen werden; mit Bemerkung 4.5 folgt somit & 5n% ë * * -0/21  - 	oB Nﬂ1 5
ëì* *0-0/21 . Also liegen der kleinstmo¨gliche beziehungsweise gro¨ßtmo¨gliche Wert fu¨r
)* * -0/û1 eines Graphen / vom Typ  mit totaler Unabha¨ngigkeitszahl ë* * bei 4ó-0/21 B
Ô
B
ÔÕ
ë
* * beziehungsweise bei 4 -0/21 B  ç ÔÕ ë * * 
 4 -0/21 B Ô B - ë * * ç Ô 1  ë * * . $
4.2.2 Exakte Werte fu¨r die kreistotalchromatische Zahl
Fu¨r Typ- Ô -Graphen ist die kreistotalchromatische Zahl nach Satz 4.9 bereits be-
kannt. Im Folgenden soll sie fu¨r einige Typ-  -Graphen bestimmt werden.
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Kreise
Satz 4.11 Fu¨r jeden Kreis  ß mit 	 Ü  und jedes p ( gilt
)
* *
, -

ß
1


q
rts
 falls 	
  p

B
Ý
u
falls 	
  p B Ô

B
Ý
æ
uv
Ý
falls 	
  p B  

Beweis. Fu¨r 	ï
  p ist

ß ein Typ- Ô -Graph und hat damit kreistotalchromatische
Zahl )+* *,Þ-

ß
1



.
Da ë * * -

õ
uKv
Ý
1



p und ë * * -

õ
uKv
æ 1



p
B
Ô gilt, folgt aus Bemerkung 4.5
jeweils )* *, -  õ uKv Ý 1 Ü  B ÔÕ p beziehungsweise )+* *, -  õ uKv æ 1 Ü  B ÔÕ -  p B Ô 1 .
Es bleibt zu zeigen, dass

õ
uKv
Ý eine -  p B Ô ã p+1 -Totalfa¨rbung und

õ
uKv
æ eine
-

p
B
7
ã

p
B
Ô
1 -Totalfa¨rbung hat.
Zuna¨chst wird der Fall 	ê
  p B Ô betrachtet. Es seien  a ã ? a ã  Ý ã ? Ý 


Õã  õ u ã ? õ u
die Knoten und Kanten von

õ
uv
Ý , wenn man eine Darstellung des Kreises im
Uhrzeigersinn durchla¨uft. Fu¨r  
  ã


Õã  p sei dem Knoten 

die Farbe *-

1ew
-

 1Sp (modulo  p B Ô ) und der Kante ?  die Farbe *ﬂ-)?  1xw -   B Ô 1Sp (modulo

p
B
Ô ) zugeordnet. Dann gilt fu¨r  _ô p
ø
*ﬂ-

v
Ý
1 çy*-

1
ø
w

p oder p B Ô (modulo  p B Ô ) ã
ø
*-)?
v
Ý
1 ç"*ﬂ-)? 1
ø
w

p oder p B Ô (modulo  p B Ô ) ã
ø
*ﬂ-

v
Ý
1 ç"*ﬂ-)?

1
ø
w p oder  p B Ô (modulo  p B Ô )
und fu¨r  5  p
ø
*-)?

1 ç"*ﬂ-

1
ø
w p oder  p B Ô (modulo  p B Ô ) 

Außerdem gilt
ø
*ﬂ-
õ
u
1 ç"*ﬂ-KaÕ1
ø


*ﬂ-
õ
u
1


p
æ


-

p ç
Ô
1à-

p
B
Ô
1
B
p
B
Ô
w p
B
Ô (modulo  p B Ô ) ã
ø
*ﬂ-)?
õ
u
1 ç"*ﬂ-KaÕ1
ø


*ﬂ-)?
õ
u
1


p
æ
B
p


-

p ç
Ô
1à-

p
B
Ô
1
B

p
B
Ô
w

p
B
Ô (modulo  p B Ô ) und
ø
*-)?
õ
u
1 ç"*ﬂ-)?aÕ1
ø


*ﬂ-)?
õ
u
1 ç"pﬀwzp
B
Ô (modulo  p B Ô ) 

Somit ergibt sich pê5
ø
*ﬂ- ä

1 ç"*ﬂ- ä

1
ø
5

p
B
Ô fu¨r je zwei benachbarte Elemente
ä

ã
ä


ù
-

õ
uKv
Ý
1d+

-

õ
uKv
Ý
1 .
Nun sei 	 
  p B  , und Ka ã ?a ã  Ý ã ? Ý ã


 ã  õ uKv Ý ã ? õ uKv Ý seien die Knoten und
Kanten von

õ
uKv
æ , wiederum im Uhrzeigersinn benannt. Fu¨r  
  ã


 ã  p B Ô
erhalte der Knoten 

die Farbe *ﬂ-

1.w

Û-

p
B
Ô
1 (modulo  p B 7 ) und die Kante
?
 die Farbe *ﬂ-)?  1{w -   B Ô 1à-  p B Ô 1 (modulo  p B 7 ). Dann gilt fu¨r  _ô p B Ô
ø
*ﬂ-

v
Ý
1 ç"*ﬂ-

1
ø
w 7Kp
B

oder  p B  (modulo  p B 7 ) ã
ø
*ﬂ-)?

v
Ý
1 ç"*ﬂ-)?

1
ø
w 7Kp
B

oder  p B  (modulo  p B 7 ) ã
ø
*ﬂ-
v
Ý
1 ç"*ﬂ-)? 1
ø
w

p
B
Ô
oder 7Kp B  (modulo  p B 7 )
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und fu¨r  5  p B Ô
ø
*ﬂ-)?  1 ç|*ﬂ-  1
ø
w

p
B
Ô
oder 7Kp B  (modulo  p B 7 ) 

Außerdem gilt
ø
*ﬂ-
õ
uKv
Ý
1 ç"*ﬂ-KaÕ1
ø


*ﬂ-
õ
uv
Ý
1


Ô.
p
æ
B
Ô
p
B




p -

p
B
7Þ1
B

p
B

w

p
B
 (modulo  p B 7 ) ã
ø
*ﬂ-)?
õ
uKv
Ý
1 ç"*ﬂ-KaÕ1
ø


*ﬂ-)?
õ
uKv
Ý
1


Ô.
p
æ
B
Ô.
p
B




p -

p
B
7Þ1
B
7Kp
B

w 7Kp
B
 (modulo  p B 7 ) und
ø
*ﬂ-)?
õ
uKv
Ý
1 ç|*ﬂ-)? a 1
ø


*ﬂ-)?
õ
uKv
Ý
1 ç

p
B
Ô
w

p
B
 (modulo  p B 7 ) 

Somit ergibt sich  p B Ô 5
ø
*ﬂ- ä  1 çH*ﬂ- ä  1
ø
5 7Kp
B
 fu¨r je zwei benachbarte
Elemente ä  ã ä  
ù
-

õ
uKv
æ 1}+

-

õ
uv
æ 1 . $
Bemerkung 4.6 Das Ergebnis von Satz 4.11 la¨sst sich auch auf andere Art be-
weisen. Dazu benutzt man die Tatsache, dass der Totalgraph eines Kreises mit 	
Knoten isomorph zum zirkulanten Graph

æ
ß
-
Ô
ã

1 ist. Diese Graphen wurden be-
reits in Abschnitt 2.2.3 definiert.
Lih, Liu und Zhu [84] konnten beweisen, dass die kreischromatische Zahl eines
zirkulanten Graphen

ß
-A~
Ý
ã
~
Ý
B
Ô
ã


Õã
~
Ý
B
p+1 immer gleich p  ë ist, wenn ë
die Unabha¨ngigkeitszahl des Graphen angibt. Fu¨r die Unabha¨ngigkeitszahl ë des
Graphen

æ
ß
-
Ô
ã

1 gilt ë 
DC  	  F , also
ë



%
B
Ô falls 	
  % B 

% sonst.
Daraus ergibt sich die Aussage von Satz 4.11.
Vollsta¨ndige und vollsta¨ndig  -partite Graphen
Fu¨r die Bestimmung der kreistotalchromatischen Zahl vollsta¨ndiger und vollsta¨n-
dig = -partiter Graphen kann Bemerkung 4.5 verwendet werden.
Satz 4.12 Fu¨r vollsta¨ndige Graphen  ß gilt
)
* *
,
-A
ß
1


)
* *
-A
ß
1


Beweis. Ist 	 ungerade, so geho¨rt  ß zu Typ Ô . Ist 	 gerade, so gilt ë * * -A ß 1 

	

und
øúù
-A
ß
1;+

-A
ß
1
ø

 	
-
	B
Ô
1

. Mit Bemerkung 4.5 ergibt sich )* *, -A ß 1 Ü
	UB
Ô


4 -A
ß
1
B

. $
Die gleichen ¨Uberlegungen fu¨hren zum folgenden Satz u¨ber die kreistotalchroma-
tische Zahl bestimmter vollsta¨ndig = -partiter Graphen.
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Satz 4.13 Ist / ein vollsta¨ndig = -partiter Graph  uVttt  u mit =  :  ã  ã 7h< oder
mit ungerader Ordnung oder ein balancierter vollsta¨ndig = -partiter Graph der
Form  -= ã p+1 , so gilt
)
* *
, -0/21


)
* *
-0/21


Beweis. Ist / ein bipartiter Graph   u mit Ł
 p oder ein vollsta¨ndig multipar-
titer Graph  uVttt  u mit ungerader Knotenzahl, so geho¨rt / zu Typ Ô (Sa¨tze 2.35
und 2.38). Zudem ist / nach Satz 2.40 vom Typ Ô , wenn / ein nicht balancierter
vollsta¨ndig = -partiter Graph mit = 
  oder = 
 7 ist.
Die totalchromatische Zahl eines balancierten Graphen  -= ã p+1 ist nach Satz 2.39
)
* *
-A -=
ã
p+1×1


q
rts
4 -A -=
ã
p+1×1
B
 falls = 
  oder
= gerade und p ungerade
4 -A -=
ã
p+1×1
B
Ô
sonst 

Es mu¨ssen also nur noch Graphen  -= ã p+1 mit = 
  beziehungsweise mit = gera-
de, = Ü 7 und p ungerade betrachtet werden.
In beiden Fa¨llen ist =p gerade und es gilt ë* * -A -= ã p+1×1 
 =p  sowie
øúù
-A -=
ã
p+1×1d+

-A -=
ã
p+1×1
ø


=p
B
=p -= ç
Ô
1Sp



Aus Bemerkung 4.5 folgt somit )* *,Þ-A -= ã p+1×1 Ü=p ç|p B  
 4 -A -= ã p+1×1 B  . $
Offen ist somit noch der Fall, in dem / ein nicht-balancierter vollsta¨ndig = -partiter
Graph gerader Ordnung mit = Ü  ist. Fu¨r diese Graphen ist auch die totalchroma-
tische Zahl noch nicht allgemein bestimmt (siehe Abschnitt 2.2.3).
Zirkulante Graphen
Zirkulante Graphen

ß
-A~
Ý
ã


.ã
~V.1 der Ordnung 	 mit Distanzmenge : ~ Ý ã


 ã ~G,<
wurden in Abschnitt 2.1.2 definiert (siehe Seite 16).
Bisher ist nur eine einzige unendliche Klasse von Graphen bestimmt worden, fu¨r
die )
* *,
-0/21
_
)
* *
-0/21 gilt, na¨mlich die Klasse der Kreise

ß mit 	 w Ô oder  (mo-
dulo  ); wie bereits erwa¨hnt, entsprechen Kreise der Klasse der zusammenha¨ngen-
den zirkulanten Graphen mit Maximalgrad  . In Abschnitt 2.2.3 wurde gezeigt,
dass es auch unter den zirkulanten Graphen mit Maximalgrad  Graphen vom Typ
 gibt, na¨mlich die Graphen

æ
u
-A~
ã
p+1




æ
 -)%
ã
Ł 1 mit ungeradem % , wobei 
der gro¨ßte gemeinsame Teiler von ~ und p ist und ~ 
  % , p 
  Ł gilt, sowie der
Graph

Ý
a-

ã

1 (Satz 2.44). Der folgende Satz zeigt, dass unter diesen die Gra-
phen 

æ
-)%
ã
Ł 1 mit Ł Üî7 eine weitere unendliche Klasse von Graphen bilden,
fu¨r die die kreistotalchromatische Zahl kleiner als die totalchromatische Zahl ist.
Satz 4.14 Jeder  -regula¨re zirkulante Typ-  -Graph 
æ

-

%
ã

Ł 1 mit teilerfrem-
den % ã Ł und Ł Ü87 ist -  ã  1 -totalfa¨rbbar.
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Beweis. Es sei / ein  -regula¨rer zirkulanter Typ-  -Graph

æ 
-

%
ã

Ł 1 mit teiler-
fremden % ã Ł und Ł Üñ7 . Da / vom Typ  ist, muss nach Satz 2.44 entweder %
ungerade oder / 


Ý
a-

ã

1 sein. Nach Lemma 2.43 gilt fu¨r einen zirkulanten
Graph / 


æ -)%
ã
Ł 1 mit ungeradem % immer / 


æ -
Ô
ã
Ł 1 ; somit reicht
es zu zeigen, dass alle Graphen

æ -
Ô
ã
Ł 1 mit Ł Üî7 sowie der Graph

Ý
aﬂ-

ã

1
eine -  ã  1 -Totalfa¨rbung besitzen.
In einer Darstellung von

æ  -
Ô
ã
Ł 1 mit Ł Ü 7 seien die Knoten kreisfo¨rmig
angeordnet und im Uhrzeigersinn mit  Ý ã ﬂæ ã


 ã ﬂæ  bezeichnet. Dabei sind die
Knoten   und   v  fu¨r  
 Ô ã


Õã Ł jeweils durch eine Speiche     v  miteinan-
der verbunden. In Abha¨ngigkeit von der Restklasse von Ł modulo  werden drei
Fa¨lle zur Konstruktion einer -  ã  1 -Totalfa¨rbung * des Graphen unterschieden.
1) Ł 
  R mit R "( , R Ü  . Zuna¨chst erha¨lt der Knoten  Ý die Farbe Ô . Des
Weiteren sei
*ﬂ-
Ý

æ
1


*ﬂ-
æ
v
 1



ã
*ﬂ-
æ
1


*ﬂ-
æ
v

õ
v
 1



ã
*ﬂ-ﬂæ
õ
1


*ﬂ-
õ
v

1


Ô
ã
*ﬂ-
õ
1


*ﬂ-
õ
v

ý
v
 1

 ã
*ﬂ-
õ

ý
1


*ﬂ-
ý
v
 1


7
ã
*ﬂ-
ý
1


*ﬂ-
ý
v

ü
v
 1

 und
*ﬂ-
ý

ü
1


*ﬂ-
ü
v
 1





Nun fa¨rbt man die  -Ł ç  1 
  Rûç  Elemente  ü ã  ü    ã


.ã  Ý v  æ v 
abwechselnd mit den Farben  ãÛÞã  ã  ãÛÞã


ﬂã  . Die Farbfolge -  ãÛÞã  1 wird
dabei genau -  R ç  1 -mal beno¨tigt. Schließlich erhalten die  -Ł çò7Þ1<ç Ô

 
Rûç

Elemente  ü v     v  ã    v  ã


Õã ﬂæ   Ý abwechselnd die Farben
7
ã  ã ã
7
ã  ã


ﬂã
, wobei die Farbfolge - 7 ã  ã 1 genau -  R ç  1 -mal beno¨tigt
wird. Die Speichen  Ý  Ý v  , 
æ

æ
v
 beziehungsweise  õ  õ v  werden mit
den Farben  ,  beziehungsweise  gefa¨rbt; fu¨r alle verbleibenden Speichen
wird *ﬂ-



v
 1


 gesetzt. In Abbildung 4.10 kann nachgepru¨ft werden,
dass diese Fa¨rbung fu¨r den kleinstmo¨glichen Fall R 
  eine zula¨ssige -  ã  1 -
Totalfa¨rbung ergibt. Gilt Rk  , so vergro¨ßert sich der Außenkreis des Gra-
phen in der Abbildung an den beiden durch gepunktete Linien gekennzeich-
neten Stellen um jeweils  R Knoten und die entsprechenden  R Kanten, und
diese Elemente sind fortlaufend mit den Farbfolgen -  ãÛÞã  1 beziehungswei-
se - 7 ã  ã 1 gefa¨rbt. Somit gilt auch fu¨r die neu hinzukommenden Speichen




v
 mit  _  _÷Ô B Ł , die alle mit der Farbe  gefa¨rbt sind und deren
Nachbarelemente alle eine Farbe aus der Menge :  ã 7 ã  ã  ãÛÞã < besitzen,
die Ungleichung  5
ø
*ﬂ- ä 1 ç*ﬂ-



v
 1
ø
5
 fu¨r jedes zu     v  benach-
barte Element ä , und die konstruierte -  ã  1 -Totalfa¨rbung ist zula¨ssig.
2) Ł 
  R B Ô , R ( . Diesmal erha¨lt der Knoten  Ý die Farbe  . Nun werden
die  -Ł ç Ô 1 
  R Elemente  Ý ﬂæ ã æ ã


 ã   áâÝ   ã   abwechselnd mit den
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Abbildung 4.10: -  ã  1 -Totalfa¨rbung von

 '¡
-
Ô
ã

Rþ1 .
Farben  ãÛÞã  ã  ãÛÞã


ã  gefa¨rbt; die Farbfolge -  ãÛÞã  1 wird dazu  R -mal
verwendet. Die  Ł B Ô 
 R B  Elemente ¢ Ý v  ã  Ý v  ã


 ã  æ  ã  æ  Ý
fa¨rbt man abwechselnd mit den Farben 7 ã  ã ã 7 ã  ã


ﬂã , wobei die Farbfol-
ge - 7 ã  ã 1 genau -  R B Ô 1 -mal benutzt wird. Schließlich wird *ﬂ- Ý  Ý v  1 

Ô gesetzt, und alle anderen Speichen 



v
 erhalten die Farbe  . Anhand
von Abbildung 4.11 la¨sst sich nachpru¨fen, dass diese Fa¨rbung fu¨r den kleins-
ten mo¨glichen Fall R 
 Ô eine zula¨ssige -  ã  1 -Totalfa¨rbung ergibt. Gilt
Rk
Ô
, so kommen in der Abbildung an den beiden durch gepunktete Li-
nien markierten Stellen des Außenkreises jeweils  -)R2ç Ô 1 Knoten und die
entsprechenden  -)R ç Ô 1 Kanten hinzu, die fortlaufend mit der Farbfolge
-

ãÛÞã

1 beziehungsweise - 7 ã  ã 1 gefa¨rbt sind. Somit sind die Nachbarele-
mente der Speichen 



v
 mit Ô_  _ Ł ç  alle mit Farben aus der
Menge :  ã 7 ã  ã  ãÛÞã < gefa¨rbt, und da diese Speichen jeweils die Farbe 
besitzen, gilt wiederum  5
ø
*- äâ1 ç3*-



v
 1
ø
5
 fu¨r jedes zu 



v

benachbarte Element ä . Die angegebene -  ã  1 -Totalfa¨rbung des Graphen ist
somit zula¨ssig.
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Abbildung 4.11: -  ã  1 -Totalfa¨rbung von

 '¡
v
æ
-
Ô
ã

R
B
Ô
1 .
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3) Ł 
  R B  , R ( . In diesem Fall setzt man
*ﬂ-ﬂæ  
Ý
1


*ﬂ-  1



ã
*ﬂ-
Ý
1


*ﬂ-
Ý
v
 1



ã
*ﬂ-
Ý
 æ 1


*ﬂ-
Ý
v
 1



ã
*ﬂ- æ 1


*ﬂ-
Ý
v
 æ
v
 1



ã
*ﬂ- æ 
õ
1


*ﬂ- æ
v
 1

 und
*ﬂ-
õ
1


*ﬂ-ﬂæ
v
 
õ
v
 1





Die  -Łç  1Þç Ô 
 Rç  Elemente  õ  ý ã  ý ã


Õã  áâÝ  werden abwech-
selnd mit den Farben 7 ã  ã ã 7 ã  ã


ã gefa¨rbt, wobei die Farbfolge - 7 ã  ã 1
genau -  R ç Ô 1 -mal durchlaufen wird; die  -Łèç  1ç Ô 
 R ç Ô Elemente

õ
v

ã

õ
v

ý
v

ã


.ã
 æ 
dagegen erhalten abwechselnd die Farben  ,  ,

,

,
Þã


Õã

ã

ãÛ
. Die Fa¨rbung der Speichen wird folgendermaßen gewa¨hlt:
*ﬂ-
æ
 1


Ô
, *ﬂ- Ý  Ý v  1

  und *-
æ

æ
v
 1



; alle anderen Spei-
chen     v  , x_  _ Ł , erhalten die Farbe  . In Abbildung 4.12 la¨sst sich
nachpru¨fen, dass auf diese Weise eine zula¨ssige -  ã  1 -Totalfa¨rbung entsteht,
wenn R 

Ô gilt. Ist R|k Ô , so wird der Außenkreis des in der Abbildung
dargestellten Graphen an den beiden durch gepunktete Linien gekennzeich-
neten Stellen um jeweils  -)R ç Ô 1 Knoten und die entsprechenden  -)R ç Ô 1
Kanten erweitert, die fortlaufend mit den Farbfolgen - 7 ã  ã 1 beziehungs-
weise -  ãÛÞã  1 gefa¨rbt sind. Da die Speichen 



v
 mit 7 _  _ Ł alle mit
der Farbe  gefa¨rbt und nur zu Elementen ä mit *ﬂ- ä 1  :  ã 7 ã  ã  ãÛÞã < be-
nachbart sind, gilt auch hier  5
ø
*ﬂ- ä 1öç£*ﬂ-



v
 1
ø
5
 fu¨r jedes zu     v 
benachbarte Element ä , und die angegebene -  ã  1 -Totalfa¨rbung ist zula¨ssig.
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Abbildung 4.12: -  ã  1 -Totalfa¨rbung von

 '¡
v
ý
-
Ô
ã

R
B

1 .
Somit haben fu¨r Ł Ü 7 alle Graphen

æ
-
Ô
ã
Ł 1 und damit auch alle Graphen


æ

-)%
ã
Ł 1 mit ungeradem % eine -  ã  1 -Totalfa¨rbung.
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Abbildung 4.13 zeigt eine - Ô. ã  1 -Totalfa¨rbung des Graphen

Ý
a -

ã

1 . Da
Ô.x_
 gilt, besitzt der Graph nach ¨Uberlegungen zu Beginn von Abschnitt 4.2.1 somit
auch eine -  ã  1 -Totalfa¨rbung. Dies vervollsta¨ndigt den Beweis. $
Bemerkung 4.7 Satz 4.14 liefert fu¨r allgemeine zirkulante Typ-  -Graphen / mit
Maximalgrad  — mit den angegebenen Ausnahmen Ł 
  und Ł 
  — nur
eine obere Schranke fu¨r die kreistotalchromatische Zahl, na¨mlich ) * *, -0/21 5  .
Mit dem bereits erwa¨hnten Computerprogramm von Wellmann [105] wurde fu¨r
die drei Graphen kleinster Ordnung, also fu¨r die Graphen ¥¤ - Ô ã 7Þ1 ,  Ý a - Ô ã  1 und

Ý
a-

ã

1 , der exakte Wert der kreistotalchromatischen Zahl ermittelt. In den ersten
beiden Fa¨llen entspricht dieser Wert tatsa¨chlich der in Satz 4.14 bestimmten oberen
Schranke ) * *, -0/21 
  , wa¨hrend sich im letzten Fall ) * *, -

Ý
a-

ã

1×1


Ô.
ergibt.
Eine -
Ô.
ã

1 -Totalfa¨rbung von  Ý aﬂ-  ã  1 ist in Abbildung 4.13 angegeben.
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Abbildung 4.13: - Ô. ã  1 -Totalfa¨rbung von  Ý a-  ã  1 .
Ist / 
 

æ
-)%
ã
Ł 1 mit Ł 

 beziehungsweise Ł 
  , so ist / isomorph zu
 Kopien des  ý beziehungsweise des  õ  õ (Lemma 2.43). Nach den Sa¨tzen 4.12
und 4.13 gilt in diesen beiden Fa¨llen )* *
,
-0/21


)+* * -0/û1



.
4.2.3 Die kreistotalchromatische Zahl aller Typ- © -Graphen
der Ordnung ª«­¬
Analog zu Abschnitt 4.1.3 soll nun die kreistotalchromatische Zahl aller Typ-  -
Graphen der Ordnung 	 5  angegeben werden.
Ein dem Satz 3.1 entsprechendes Ergebnis fu¨r Totalfa¨rbung besagt, dass jeder Typ-

-Graph einen bezu¨glich Totalfa¨rbung kritischen Teilgraph mit gleichem Maximal-
grad entha¨lt. Dabei heißt ein Typ-  -Graph kritisch in Bezug auf Totalfa¨rbung, wenn
sich seine totalchromatische Zahl bei Entfernen einer beliebigen Kante verringert.
Somit entstehen alle Typ-  -Graphen einer gegebenen Knotenzahl 	 , indem Kan-
ten beziehungsweise Knoten und Kanten in alle kritischen Graphen mit gleichem
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Maximalgrad und Knotenzahl 5 	 eingefu¨gt werden, ohne den Maximalgrad zu
erho¨hen. Eine Liste aller kritischen Graphen der Totalfa¨rbung mit 	 5  Knoten
ist bei Hamilton, Hilton und Hind [60] angegeben.
Wiederum mit Hilfe des Computerprogrammes von Wellmann [105] wurden al-
le Graphen vom Typ  mit bis zu  Knoten bezu¨glich ihrer kreistotalchromati-
schen Zahl untersucht, indem die kreischromatische Zahl des Totalgraphen errech-
net wurde. Das Ergebnis ist in den Abbildungen 4.14 und 4.15 dargestellt; die Zahl
unterhalb eines Graphen gibt jeweils die dazugeho¨rige kreistotalchromatische Zahl
an. Die bezu¨glich der Totalfa¨rbung kritischen Graphen sind daru¨ber hinaus mit
einem Stern gekennzeichnet. In allen Fa¨llen, in denen die kreistotalchromatische
Zahl des Graphen / kleiner als seine totalchromatische Zahl ist, ist eine mo¨gliche
-)%
ã'&
1 -Totalfa¨rbung mit %  &
 )* *,Þ-0/û1 angegeben.
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Abbildung 4.14: Kreistotalchromatische Zahl von Typ-  -Graphen mit 	 5  .
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Abbildung 4.15: Kreistotalchromatische Zahl von Typ-  -Graphen mit 	
3 .
In Tabelle 4.2 sind die in den Abbildungen zu sehenden Ergebnisse fu¨r totalfa¨r-
bungskritische Graphen mit 	 5  Knoten noch einmal zusammengefasst. Zu jeder
der angegebenen Gradfolgen existiert nur ein kritischer Graph.
øúù
-0/21
ø
4 -0/21 Gradfolge )* *
,
-0/21
 Ô Ô
æ

7
 þý
7
 
ý
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7 7
ß ÔﬂÔÕ
Tabelle 4.2: )+* *
,
-0/21 fu¨r bezu¨glich Totalfa¨rbung kritische Graphen / der Ordnung
	
5

.
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Kapitel 5
Listenfa¨rbungen
Ebenso wie die in den ersten Kapiteln beschriebenen Graphenfa¨rbungen geht auch
das Konzept der Listenfa¨rbung von Graphen auf Fragen der Knotenfa¨rbung zuru¨ck;
es wurde unabha¨ngig voneinander von Vizing [102] und Erdo˝s, Rubin und Taylor
[40] in den Jahren Ô.  beziehungsweise Ô.   entwickelt. Die Idee besteht darin,
fu¨r die Farben der Knoten einer % -Knotenfa¨rbung nicht mehr jeweils alle Farben
Ô
ã


Õã
% zuzulassen, sondern jedem Knoten eine beliebige % -elementige Liste zu-
zuordnen, so dass alle Knoten fu¨r jede Wahl der % -elementigen Listen aus ihren
Listen gefa¨rbt werden ko¨nnen.
Definition 5.1 Es sei y 
 : y - 1   
ù
-0/21< eine Familie von Listen y - 1 ,
die den Knoten  
ù
-0/21 eines Graphen / zugeordnet sind. Dann versteht man
unter einer
y
-Listenknotenfa¨rbung eine Knotenfa¨rbung * von / , so dass *ﬂ- 1 
y
- 1 fu¨r jeden Knoten   ù -0/21 gilt. Der Graph heißt % -listenknotenfa¨rbbar
fu¨r ein %  ( , wenn er fu¨r jede Familie y mit ø y - 1 ø Ül% fu¨r alle   ù -0/21
eine
y
-Listenknotenfa¨rbung besitzt. Die kleinste Zahl % , fu¨r die der Graph % -
listenknotenfa¨rbbar ist, heißt listenchromatische Zahl (in der Literatur manchmal
auch Choice-Zahl) von / und wird mit z|{ -0/21 bezeichnet.
Jetzt muss ich das mal austesten. Es gilt } 476 -~  1 
 Ô und z{-0/21 
 z|{ -0/û1 .
Satz 5.1 Es gilt } 476 -~  1 
 Ô und z{-0/21 
 z{ -0/21 .
Mit dieser Definition ist die in Kapitel 2 definierte % -Knotenfa¨rbung eine y -Listen-
knotenfa¨rbung mit den konstanten Listen y - 1 
 : Ô ã


þã %b< fu¨r alle  
ù
-0/û1 .
Somit gilt fu¨r die listenchromatische Zahl eines Graphen / stets z|{-0/û1ûÜ )<-0/û1 .
Intuitiv erscheint es zuna¨chst, als ko¨nne man einen % -knotenfa¨rbbaren Graph si-
cherlich immer auch aus sich unterscheidenden % -elementigen Listen fa¨rben. In
der Einleitung wurde mit dem Graph aus Abbildung 1.8 jedoch bereits gezeigt, dass
es Graphen gibt, deren listenchromatische Zahl gro¨ßer als ihre chromatische Zahl
ist. Tatsa¨chlich kann die Differenz zwischen der listenchromatischen Zahl und der
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chromatischen Zahl sogar beliebig groß werden, da der vollsta¨ndig bipartite Graph
x

 fu¨r genu¨gend großes Ł , na¨mlich fu¨r Ł Ü æ 1
áâÝ
1
, nicht % -listenknotenfa¨rb-
bar ist (Erdo˝s, Rubin, Taylor [40]); damit gilt z|{+-Ax   1 ç8) -A   1£kI% ç  .
Fu¨gt man in den Graph aus Abbildung 1.8 die beiden zusa¨tzlichen Kanten  und
Ł
ein, so ergibt sich ein Beispiel fu¨r dieses Ergebnis zu den Werten % 
  und
Ł



.
Hier wird wieder ein Unterschied zur Kantenfa¨rbung deutlich: Wie im folgenden
Abschnitt 5.1 noch na¨her dargestellt, wird vermutet, dass die listenchromatische
Zahl eines Kantengraphen immer gleich seiner chromatischen Zahl ist (Vermutung
5.1).
Als obere Schranke fu¨r die listenchromatische Zahl gilt eine ¨Ubertragung des Sat-
zes 2.2 von Brooks auf Listenfa¨rbungen, die unabha¨ngig voneinander von Vizing
[101] und von Erdo˝s, Rubin und Taylor [40] bewiesen wurde.
Satz 5.2 Ist / ein Kreis ungerader Ordnung oder ein vollsta¨ndiger Graph, so gilt
z{+-0/21


4 -0/21
B
Ô
; in allen anderen Fa¨llen gilt z|{+-0/21 5ô4ó-0/21 .
Im Gegensatz zum Satz von Brooks la¨sst sich der Vierfarbensatz (Satz 2.1) je-
doch nicht auf Listenfa¨rbungen u¨bertragen: Voigt [104] konstruierte Ô.ﬂﬂ einen
planaren Graph, der nicht 7 -listenknotenfa¨rbbar ist. Ein Jahr darauf konnte Tho-
massen [94] zeigen, dass man zur Listenknotenfa¨rbung eines planaren Graphen
immer ho¨chstens fu¨nf Farben beno¨tigt.
Satz 5.3 Fu¨r jeden planaren Graph / gilt z|{-0/21í5  .
In den beiden Abschnitten 5.1 und 5.2 wird die Listenkantenfa¨rbung beziehungs-
weise die Listentotalfa¨rbung von Graphen betrachtet.
5.1 Listenkantenfa¨rbung
Die Definitionen zur Listenfa¨rbung lassen sich ganz analog von Knoten- auf Kan-
tenfa¨rbung u¨bertragen.
Definition 5.2 Es sei y 
 : y -)? 1  ?   -0/21< eine Familie von Listen y -)? 1 ,
die den Kanten ?  -0/21 eines Graphen / zugeordnet sind. Dann versteht man
unter einer
y
-Listenkantenfa¨rbung eine Kantenfa¨rbung * von / , so dass *ﬂ-)?þ1 
y
-)? 1 fu¨r jede Kante ?   -0/21 gilt. Der Graph heißt % -listenkantenfa¨rbbar fu¨r
ein % n( , wenn er fu¨r jede Familie y mit ø y -)? 1 ø Ü % fu¨r alle ? l -0/û1
eine
y
-Listenkantenfa¨rbung besitzt. Die kleinste Zahl % , fu¨r die der Graph % -
listenkantenfa¨rbbar ist, heißt listenchromatischer Index und wird mit z|{ * -0/21 be-
zeichnet. In einigen Arbeiten wird z|{ * -0/û1 auch listenkantenchromatische Zahl oder
Choice Index genannt.
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Im Folgenden werden die Eigenschaften des listenchromatischen Index dargestellt
(Abschnitt 5.1.1) sowie der Wert von z|{ * -0/21 fu¨r einige Graphen / angegeben
(Abschnitt 5.1.2). Schließlich werden zwei Spezialformen der Listenknotenfa¨r-
bung, die -A~ ã| 1 -Listenfa¨rbung (Abschnitt 5.1.3) und die -A~ ã| ã =1 -Listenfa¨rbung
(Abschnitt 5.1.4) auf Kantenfa¨rbung u¨bertragen.
5.1.1 Eigenschaften des listenchromatischen Index
Offensichtlich entspricht eine y -Listenkantenfa¨rbung mit y -)?þ1 
l: Ô ã


 ã %b< fu¨r
alle ? | -0/21 wiederum der in Kapitel 2 definierten % -Kantenfa¨rbung eines Gra-
phen; somit gilt fu¨r jeden Graph / die Ungleichung z|{ * -0/û1ïÜ ) * -0/û1 . Wie be-
reits erwa¨hnt, wird hier jedoch im Unterschied zur Knotenfa¨rbung vermutet, dass
in jedem Fall die Gleichheit z|{ * -0/û1 
 ) * -0/21 gilt. Diese listenkantenchromati-
sche Vermutung wurde erstmalig Ô.   von Bolloba´s und Harris [16] vero¨ffentlicht,
vermutlich jedoch auch schon vorher in anderen Arbeiten implizit erwa¨hnt. Die
Geschichte der listenkantenchromatischen Vermutung ist bei Ha¨ggkvist und Chet-
wynd [57] nachzulesen.
Vermutung 5.1 (Listenkantenchromatische Vermutung) Jeder Graph / erfu¨llt
z{
*
-0/û1


)
*
-0/21


Bisher konnte Vermutung 5.1 nur fu¨r einige spezielle Graphenklassen nachgewie-
sen werden; selbst die obere Schranke 4 -0/21 B Ô , die nach dem Satz von Vi-
zing (Satz 2.3) fu¨r den chromatischen Index eines jeden Graphen / gilt, wurde
noch nicht als allgemein gu¨ltige obere Schranke des listenchromatischen Index
besta¨tigt. Graphen, fu¨r die der listenchromatische Index noch nicht allgemein be-
stimmt werden konnte, fu¨r die jedoch bereits bekannt ist, dass sie eine - 4 B Ô 1 -
Listenkantenfa¨rbung besitzen, sind:
 Graphen mit Maximalgrad 4 
  (folgt aus Satz 5.2),
 Graphen mit Maximalgrad 4 
 7 (Juvan, Mohar und ˇSkrekovski [75]),
 vollsta¨ndige Graphen  ß (Ha¨ggkvist und Janssen [58]),
 planare Graphen mit Maximalgrad 4 Ü  (Borodin [18]),
 Graphen / mit Taillenweite  Ü  4ó-0/21à-  p4 -0/21 B ÔﬂÔÕ Ô 1
(Kostochka [82]).
Bei der Bestimmung des listenchromatischen Index eines Graphen / ist die fol-
gende Beobachtung hilfreich.
Bemerkung 5.1 Besitzt ein Graph / eine Kante ?.* 
 ﬃ   -0/21 mit & - 1 B
&
- 1 5H% , so ist der Graph -)%ç Ô 1 -listenkantenfa¨rbbar.
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Beweis. Angenommen, / sei das bezu¨glich der Kantenzahl kleinste Gegenbeispiel
zu obiger Behauptung und y eine Familie von Listen mit
ø
y
-)?þ1
ø
ÜH%+ç
Ô fu¨r alle ? 

-0/21 ; dann lassen sich die Kanten von / çU? * aus ihren -)% ç Ô 1 -elementigen Listen
einfa¨rben. Da ? * nun jedoch zu ho¨chstens % ç  bereits gefa¨rbten Kanten benachbart
ist, kann man auch aus der ?.* zugeordneten Liste noch eine Farbe wa¨hlen, die an
den zu ?
*
inzidenten Farben nicht auftritt und erha¨lt eine y -Listenfa¨rbung von / ,
im Widerspruch zur Behauptung. $
Aus Bemerkung 5.1 ergibt sich unmittelbar die triviale obere Schranke z|{ * -0/21û5

4 ç
Ô fu¨r den listenchromatischen Index eines Graphen / mit Maximalgrad 4 .
Die bisher beste Verbesserung dieser Schranke fu¨r allgemeine Graphen stammt aus
dem Jahr Ô.ﬂ  von Molloy und Reed [85]:
Satz 5.4 Fu¨r jeden Graph / gilt
z|{
*
-0/21 5ô4 -0/21
B
- 4 -0/21


J
 
4 -0/21×1


5.1.2 Exakte Werte fu¨r den listenchromatischen Index
Zusa¨tzlich zu den im vorigen Abschnitt genannten Graphen / , fu¨r die z|{ * -0/û15
4 -0/û1
B
Ô bekannt ist, gibt es einige wenige Graphen beziehungsweise Graphen-
klassen, fu¨r die Vermutung 5.1 bewiesen und der listenchromatische Index exakt
bestimmt werden konnte.
Graphen mit kleinem Maximalgrad
Fu¨r Graphen / mit Maximalgrad 4 -0/û1 
  — also fu¨r Wege und Kreise — ist die
listenkantenchromatische Vermutung nicht schwer zu beweisen. Gilt 4 -0/û1 
  fu¨r
den Maximalgrad eines Graphen / , so erha¨lt man, wie im vorigen Abschnitt bereits
erwa¨hnt, z{ * -0/21 54 -0/21 B Ô , wenn man die Erweiterung des Satzes von Brooks
fu¨r Listenknotenfa¨rbungen (Satz 5.2) auf den Kantengraph y -0/21 anwendet. Ist /
ein Klasse-  -Graph, so ergibt sich eine Besta¨tigung der listenkantenchromatischen
Vermutung fu¨r / .
Korollar 5.1 Ist / ein Klasse-  -Graph mit Maximalgrad 4 
  , so gilt z|{ * -0/û1 

)+* -0/21


7 .
Vollsta¨ndige Graphen
In Abschnitt 5.1.1 wurde bereits erwa¨hnt, dass die obere Schranke 4ó-0/21 B Ô
fu¨r den listenchromatischen Index vollsta¨ndiger Graphen  ß angegeben werden
kann (Ha¨ggkvist und Janssen, [58]). Mit Satz 2.5, der den chromatischen Index
vollsta¨ndiger Graphen angibt, folgt somit Satz 5.5 u¨ber den listenchromatischen
Index vollsta¨ndiger Graphen ungerader Knotenzahl.
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Satz 5.5 Ist  ß ein vollsta¨ndiger Graph mit ungerader Knotenzahl 	 , so gilt
z{
*
-A
ß
1


)
*
-A
ß
1


4 -A
ß
1
B
Ô

 	 

Fu¨r vollsta¨ndige Graphen gerader Ordnung ist Vermutung 5.1 noch nicht bewiesen.
Bipartite Graphen
Die a¨lteste Fragestellung in der Listenkantenfa¨rbung ist die Frage nach dem listen-
chromatischen Index balancierter vollsta¨ndig bipartiter Graphen  uV u . Dies geht
auf eine Vermutung von Dinitz [40] zuru¨ck, die folgendermaßen formuliert war:
Vermutung 5.2 (Dinitz Vermutung) Es seien p æ Mengen mit je p Elementen in
einem p p -System angeordnet. Dann la¨sst sich aus jeder Menge ein Element
so auswa¨hlen, dass die gewa¨hlten Elemente in jeder Zeile und in jeder Spalte des
Systems verschieden sind.
Dinitz Vermutung ist a¨quivalent zu der Behauptung, dass die listenkantenchromati-
sche Vermutung fu¨r balancierte vollsta¨ndig bipartite Graphen  uV u gilt. Nachdem
sie zuna¨chst von Alon und Tarsi [6] fu¨r p  :  ã 7 ã  < bewiesen wurde, konnte
Janssen [70] im Jahr Ô.ﬂﬂ zeigen, dass z{ * -A uV uv Ý 1 
 ) * -A uG uKv Ý 1 
 p B Ô gilt,
woraus z|{ * -A uG u 1 5 p B
Ô folgt. Die gesamte Vermutung 5.2 und daru¨ber hinaus
die listenkantenchromatische Vermutung fu¨r alle bipartiten Graphen wurde Ô.ﬂﬂ
von Galvin [47] bewiesen.
Satz 5.6 (Satz von Galvin) Ist / ein bipartiter Graph, so gilt
z{
*
-0/21


)
*
-0/21


4 -0/21


Planare Graphen
In Abschnitt 2.1.2 wurde dargestellt, dass planare Graphen mit Maximalgrad 4 Ü
 immer zur Klasse Ô geho¨ren. Dass der listenchromatische Index eines planaren
Graphen / mit Maximalgrad 4 -0/û1 Ü  immer ho¨chstens den Wert z{ * -0/21 5
4 -0/21
B
Ô
annimmt, wurde bereits in Abschnitt 5.1.1 erwa¨hnt. Verscha¨rft man die
Voraussetzung fu¨r den Maximalgrad auf 4 -0/21 Ü Ô. , so konnte von Borodin, Ko-
stochka und Woodall [19] sogar die Gleichheit z{ * -0/21 
 ) * -0/21 
 4 -0/21 gezeigt
werden. Dieses Ergebnis aus dem Jahr Ô.ﬂ  ist eine Verbesserung des analogen
Satzes von Borodin [18] u¨ber planare Graphen mit Maximalgrad 4ó-0/21 Ü Ô 7 .
Satz 5.7 Ist / ein planarer Graph mit Maximalgrad 46Ü Ô. , so gilt
z{
*
-0/21


)
*
-0/û1


4
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Wie in der klassischen Kantenfa¨rbung auch, erha¨lt man noch bessere Ergebnis-
se, wenn man zusa¨tzlich zur Schranke fu¨r den Maximalgrad eines planaren Gra-
phen / auch Bedingungen an die Taillenweite  von / stellt. Borodin, Kostochka
und Woodall [19] untersuchten den listenchromatischen Index planarer Graphen in
Abha¨ngigkeit vom Maximalgrad und der Taillenweite; fu¨gt man das Ergebnis aus
Satz 5.7 hinzu, welches den Fall  Ü  und 4 Ü Ô. behandelt, so erha¨lt man den
folgenden Satz:
Satz 5.8 Ist / ein planarer Graph mit Maximalgrad 4 und Taillenweite  , so gilt
z|{
*
-0/û1


)
*
-0/21


4 fu¨r
q



r




s
46Ü
Ô.
und Ü 
46Ü
 und Ü 7
46Ü

und Ü 
46Ü 7 und Ü 
46Ü

und Ü Ô 

Auch fu¨r outerplanare Graphen, die nach Satz 2.16 mit Ausnahme der ungeraden
Kreise zur Klasse Ô geho¨ren, kann die listenkantenchromatische Vermutung bewie-
sen werden. Fu¨r outerplanare Graphen mit Maximalgrad 4 Ü  ist ein Beweis dazu
bereits bei Hackmann [52] sowie Hackmann und Kemnitz [54] erschienen, der in
Satz 5.12 erheblich vereinfacht wird. Die Fa¨lle 4 
  und 4 
 7 aus Satz 5.9
sind einer bisher unvero¨ffentlichten Arbeit von Juvan und Mohar [73] entnommen,
in der der listenkantenchromatische Index aller outerplanaren Graphen bestimmt
wird.
Satz 5.9 Ist / ein outerplanarer Graph mit Maximalgrad 4 
  oder 4 
 7 , so
gilt z|{ * -0/û1 
 4 -0/21 .
In den folgenden ¨Uberlegungen sei ein outerplanarer Graph / immer so darge-
stellt, dass die Knoten auf dem Rand der Außenfla¨che liegen. Es ist leicht zu se-
hen, dass  -zusammenha¨ngende outerplanare Graphen immer einen hamiltonschen
Kreis enthalten. Ist / ein nicht  -zusammenha¨ngender Graph und entha¨lt somit
Artikulationen, so besteht / aus mehreren Blo¨cken, den maximalen  -zusammen-
ha¨ngenden Teilgraphen von / . Dabei ist jede Artikulation von / in genau zwei
Blo¨cken enthalten, und in jedem Block liegt mindestens eine Artikulation von / .
Ein Block heißt Endblock des Graphen, wenn er genau eine Artikulation von /
entha¨lt.
Die folgenden beiden Lemmata werden zum Beweis von Satz 5.12 beno¨tigt.
Lemma 5.10 Ein 2-zusammenha¨ngender outerplanarer Graph / der Ordnung
	
Ü87 hat mindestens zwei nicht benachbarte Knoten vom Grad  .
Beweis. Der Graph / sei so dargestellt, dass die Knoten der Außenfla¨che einen
hamiltonschen Kreis



-
Ý
ã


Õã

ß
ã

Ý
1 bilden. Fu¨r 	 
 7 sowie fu¨r / 


ß ist
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die Aussage klar. Im Folgenden sei also 	 k 7 und 4 -0/û1 Ü  . Es sei  ein Knoten
vom Grad & -  1 Ü  ; dann hat   mindestens einen Nachbarn   mit      -

1 .
Nun sei / * der Teilgraph von / , der durch die Knoten   ã   v Ý ã


Õã   áâÝ ã   und
/ * * derjenige, der durch   ã   v Ý ã


Õã   áâÝ ã   aufgespannt wird. Die Graphen / *
und / * * sind beide 2-zusammenha¨ngend und outerplanar. Hat einer der beiden
Teilgraphen /
*
oder /
* *
die Ordnung  , so ist der einzige Knoten ä  :   ã   <
in diesem Graph notwendigerweise vom Grad  . Ist anderenfalls die Ordnung
øúù
-0/ * 1
ø
Ü 7 beziehungsweise
øúù
-0/ * * 1
ø
Ü 7 , so kann man auf diesen Teilgraph
die Induktion anwenden, und er entha¨lt somit mindestens zwei nicht benachbarte
Knoten vom Grad 2, wovon jeweils mindestens einer nicht in :   ã   < liegt. So-
wohl / * als auch / * * besitzen also jeweils mindestens einen Knoten vom Grad  ,
der nicht gleich   oder   ist. Da diese beiden Knoten daher in / nicht benachbart
sein ko¨nnen, entsprechen sie der Behauptung des Lemmas. $
Bemerkung 5.2 In einem  -zusammenha¨ngenden outerplanaren Graphen kann
ein Knoten ho¨chstens zwei Nachbarn vom Grad  haben, na¨mlich die Nachbarn,
die auf dem hamiltonschen Kreis des Graphen direkt vor beziehungsweise hinter
dem Knoten liegen. Alle anderen Nachbarn des Knotens haben mindestens den
Grad  .
Aus dem gleichen Grund hat jeder Knoten eines nicht  -zusammenha¨ngenden ou-
terplanaren Graphen jeweils ho¨chstens zwei Nachbarn vom Grad  in jedem Block,
zu dem der Knoten geho¨rt.
Lemma 5.11 Jeder outerplanare Graph / mit Minimalgrad Þ-0/21íÜ  hat minde-
stens einen Knoten vom Grad  , der zu einem Knoten vom Grad 5ñ7 benachbart
ist.
Beweis. Angenommen, / sei ein Gegenbeispiel zu Lemma 5.11 und  ein End-
block von / mit Artikulation  (ist / 2-zusammenha¨ngend, so sei  ein beliebiger
Knoten aus
ù
-0/û1 ). Des Weiteren sei Ł der Graph mit Knotenmenge ù - Ł 1 

ù
- 1.+ò- 1 und Kantenmenge  -
Ł
1



- 1m+
:
b



ò- 1< , also der
Block  mit allen zusa¨tzlichen Knoten und Kanten, die in / zu  benachbart sind.
Damit hat jeder Knoten aus ù - 1 in Ł den gleichen Grad wie in / .
Nun sei
Ł
* der Graph, der entsteht, wenn man aus
Ł
alle Knoten vom Grad 
entfernt.
Ł
* ist ebenfalls outerplanar. Da / ein Gegenbeispiel zu Lemma 5.11 ist,
besteht  nicht nur aus Knoten vom Grad  ; mit * sei daher analog der Graph
benannt, der entsteht, wenn man aus  alle Knoten vom Grad  entfernt.  E sei ein
Endblock von * ; dann ist  E offensichtlich outerplanar und  -zusammenha¨ngend.
Als na¨chstes wird gezeigt, dass in  E mindestens ein Knoten  vom Grad & - 1 5

existiert:
Gibt es in  E einen Knoten, der in
Ł
* ho¨chstens den Grad Ô hat, so ist die Behaup-
tung klar. Also sei & -ﬁ 1 Ü  fu¨r alle ﬁ 
ù
-
E
1 . Damit muss  E mindestens
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drei Knoten enthalten. Gilt
øúù
-
E
1
ø



, so haben mindestens zwei dieser Knoten
in
Ł
* den Grad  und entsprechen der Behauptung. Gilt jedoch øúù - E 1 ø Üñ7 , so
entha¨lt  E nach Lemma 5.10 mindestens zwei Knoten vom Grad  ; mindestens
einer davon hat auch in
Ł
* den Grad  .
Wegen &  - 1ó5  und &  - 1 Ü  besitzt  in
Ł
mindestens einen Nachbarn
vom Grad  . Da / ein Gegenbeispiel zur Behauptung des Lemmas ist, gilt somit
jedoch &  -â1 Ü  , das heißt,  ist in Ł — und damit auch im Block  — zu
mindestens &  -â1 ç &  -â1 Ü  Knoten vom Grad  adjazent. Dies widerspricht
Bemerkung 5.2. $
Mit den vorangegangenen Lemmata la¨sst sich nun der folgende Satz beweisen.
Satz 5.12 Sei / ein outerplanarer Graph mit 4 -0/21 Ü  . Dann gilt
*¢¡
*
-0/21


)
*
-0/û1


4 -0/21


Beweis. Angenommen, die Kanten von / seien nicht mit 4 -0/21 Farben listenkan-
tenfa¨rbbar. Nach Bemerkung 5.1 gilt dann & - 1 B& - 1kô4 -0/21 B Ô fu¨r jede Kante
b
ﬀ
-0/21 und somit  -0/21 Ü  . Also kann Lemma 5.11 angewandt werden, und
es gibt in / * mindestens einen Knoten  * vom Grad  , der zu einem Knoten  *
vom Grad 567 benachbart ist; damit gilt & -ö* 1 B& -Þ* 1 5  , und wiederum aus
Bemerkung 5.1 folgt z|{ * -0/21 5  5ô4 -0/û1 , im Widerspruch zur Annahme.
Folglich ist / mit 4ó-0/21 Farben listenkantenfa¨rbbar. $
Aus den Sa¨tzen 5.9 und 5.12 und dem bekannten listenchromatischen Index von
Kreisen

ß folgt die listenkantenchromatische Vermutung fu¨r outerplanare Gra-
phen.
Korollar 5.2 Fu¨r jeden outerplanaren Graph / gilt z|{ * -0/21 
 )* -0/21 .
Auch fu¨r spezielle planare regula¨re Graphen konnte die listenkantenchromatische
Vermutung bereits besta¨tigt werden. Da selbst der chromatische Index noch nicht
allgemein fu¨r planare regula¨re Graphen bestimmt ist, gibt es hier natu¨rlich auch
noch kein allgemeines Ergebnis fu¨r Listenkantenfa¨rbungen. Beschra¨nkt man sich
jedoch auf planare regula¨re Klasse- Ô -Graphen, so wird der listenchromatische In-
dex durch den folgenden Satz von Ellingham und Goddyn [38] angegeben.
Satz 5.13 Ist / ein planarer 4 -regula¨rer Klasse- Ô -Graph, so gilt
z{
*
-0/û1


)
*
-0/21


4
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5.1.3 £¢¤¦¥ §©¨ -Listenkantenfa¨rbung
Das Konzept der Listenfa¨rbung von Graphen, bei der jeder Knoten, jede Kante oder
jedes Element des Graphen eine Farbe aus einer ihr vorher zugeordneten Liste er-
halten muss, la¨sst sich in vielfa¨ltiger Weise spezialisieren oder verallgemeinern.
Solche so genannten Listenfa¨rbungen mit lokalen Bedingungen wurden bisher vor
allem in Bezug auf Knotenfa¨rbung betrachtet. Eine ¨Ubersicht u¨ber dieses spezi-
elle Gebiet der Listenknotenfa¨rbung gibt Voigt [104] sowie ein Artikel von Tuza
[95], der 1998 von Kratochvil, Tuza und Voigt [83] auf den neusten Stand gebracht
wurde. Viele Ideen oder Ergebnisse lassen sich auch auf Kantenfa¨rbungen u¨bertra-
gen: So kann man zum Beispiel Listenkantenfa¨rbungen untersuchen, in denen jede
Kante nicht mit einer, sondern mit mehreren Farben gefa¨rbt wird.
Definition 5.3 Fu¨r ~ ã| ( ist eine -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung * eines Graphen
/ eine
y
-Listenkantenfa¨rbung von / , fu¨r die ø y -)?þ1 ø 
 ~ fu¨r alle ?  -0/21 gilt
und bei der jeder Kante ? nicht nur eine, sondern  Farben der ~ -elementigen Liste
y
-)? 1 zugeordnet werden, so dass *ﬂ-)?

1«ªo*ﬂ-)?

1

­¬ gilt fu¨r je zwei benachbarte
Kanten ?  und ?  . Ein Graph / heißt -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r ~ ã| ( , wenn
fu¨r jede mo¨gliche Zuordnung von Listen y -)? 1 zu den Kanten von / mit ø y -)? 1 ø ÜH~
fu¨r alle ?  -0/21 eine -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung aus den Listen existiert.
Analog zum listenchromatischen Index z|{ * -0/21 , der die kleinste Zahl % angibt, fu¨r
die ein Graph mit % -elementigen Listen listenkantenfa¨rbbar ist, ist fu¨r die -A~ ã| 1 -
Listenkantenfa¨rbung die Choice Edge Ratio definiert.
Definition 5.4 Die Choice Edge Ratio z{ * -0/21 eines Graphen / ist definiert als
z{
*
-0/21

P47698¯®
~


/ ist -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar ° 

Fu¨r í

Ô
entspricht die -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung der in Abschnitt 5.1 definierten
Listenkantenfa¨rbung. Somit ist z{ * -0/21 die kleinste Zahl ~ , fu¨r die ein Graph / eine
-A~
ã
Ô
1 -Listenkantenfa¨rbung besitzt, und es gilt z|{± * -0/û1 5²z{ * -0/21 .
Die Definitionen 5.3 und 5.4 beruhen auf den analogen Begriffen -A~ ã| 1 -Listen-
knotenfa¨rbung und Choice Ratio z|{± -0/21 fu¨r Knotenfa¨rbung. Nach einem Satz von
Alon, Tuza und Voigt [7] gibt es fu¨r jeden Graph / Zahlen ~ ã| H( , so dass /
-A~
ã|
1 -listenknotenfa¨rbbar ist und z{ -0/21 
 ~   gilt. Dieser Satz la¨sst sich unter
Betrachtung des Kantengraphen y -0/21 eines Graphen / auf -A~ ã| 1 -Listenkanten-
fa¨rbung u¨bertragen.
Satz 5.14 Fu¨r jedes N ( gibt es eine Zahl ³ -AN1<53-AN B Ô 1 æµ´ v æ , so dass folgendes
gilt: Ist  o( eine durch alle natu¨rlichen Zahlen p85¶³ -AN1 teilbare Zahl, so hat
jeder Graph / mit N Kanten und Choice Edge Ratio z|{± * -0/21 eine - ã   z|{± * -0/21×1 -
Listenkantenfa¨rbung.
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Beweis. Nach [7] gibt es fu¨r den Kantengraph y -0/21 von / mit øúù - y -0/û1×1 ø 

ø

-0/21
ø


N eine Zahl ³ -AN1 53-AN B Ô 1 æµ´
v
æ
, so dass y -0/21 eine - ã   *¢¡ = - y -0/21×1×1 -
Listenknotenfa¨rbung besitzt fu¨r jede Zahl  ( , die durch alle natu¨rlichen Zahlen
pê5³ -AN1 teilbar ist. Daraus folgt die Behauptung. $
Somit ist die Choice Edge Ratio immer rational, und das Infimum in Definition 5.4
kann durch das Minimum ersetzen werden.
Gutner [51] zeigte 1992 mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden und einer
anderen Terminologie, dass die Choice Ratio eines Graphen / nie gro¨ßer als seine
chromatische Zahl ist. Dieses Ergebnis la¨sst sich wiederum mittels Betrachtung des
Kantengraphen
y
-0/û1 unmittelbar auf Kantenfa¨rbungen u¨bertragen; zudem kann
man mit dem Satz von Vizing eine allgemeingu¨ltige untere Schranke fu¨r die Choice
Edge Ratio angeben:
Satz 5.15 Fu¨r jeden Graph / mit Maximalgrad 4 gilt 465²z{ * -0/21 5 ) * -0/û1 .
Beweis. Die zweite Ungleichung folgt aus dem oben erwa¨hnten Ergebnis von Gut-
ner [51] zur -A~ ã| 1 -Listenknotenfa¨rbung: z|{ * -0/û1 
 z{ - y -0/û1×1 5 ) - y -0/21×1 

)+* -0/21 . Damit ist die obere Schranke bewiesen.
Die untere Schranke ergibt sich, wenn man die 4 zu einem Knoten mit Maxi-
malgrad inzidenten Kanten ? Ý ã


.ã ?§c eines Graphen betrachtet. Angenommen,
/ sei -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar mit ~   _ 4 ; dann werden die Kanten ? fu¨r



Ô
ã


 ã
4 ) mit insgesamt  4 verschiedenen Farben ë   ã


.ã ë · gefa¨rbt. Da
jedoch ~ _  4 gilt, kann nicht jede Kante vollsta¨ndig aus den zugeordneten Listen
gefa¨rbt werden, im Widerspruch zur Definition der -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung. Al-
so ist / nicht -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r ~   _ 4 . $
Da fu¨r jeden Graph / nach dem Satz von Vizing 4 -0/21 5 )*0-0/21 5é4 -0/21 B Ô gilt,
fu¨hrt Satz 5.15 zu folgendem Korollar.
Korollar 5.3 Ist / ein Klasse- Ô -Graph, so gilt z|{ * -0/21 
 4 -0/21 ; ist / dagegen
ein Klasse-  -Graph, so gilt 4ó-0/21 5²z{ * -0/21 5ô4ó-0/21 B Ô .
Fu¨r Klasse- Ô -Graphen / ist die Choice Edge Ratio somit bereits bestimmt, und
in diesem Fall gilt z|{± * -0/21 
 ) * -0/21 . Der folgende Satz zeigt, dass es jedoch auch
Graphen mit z{ * -0/21 _ )* -0/21 gibt. Da fu¨r einen Kreis

ß immer
y
-

ß
1




ß gilt,
kann man das Ergebnis von Satz 5.16 auch aus dem analogen Satz von Alon, Tuza
und Voigt [7] fu¨r Knotenfa¨rbung ableiten; die direkte ¨Ubertragung des Beweises
auf Kantenfa¨rbung verdeutlicht jedoch besser die Methoden der Beweisfu¨hrung.
Satz 5.16 Fu¨r jeden ungeraden Kreis 
æ
1
v
Ý gilt
z|{
*
-

æ
1
v
Ý
1



B
Ô
%
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Beweis. Zuna¨chst wird gezeigt, dass

æ
1
v
Ý eine -  % B Ô ã % 1 -Listenkantenfa¨rbung
besitzt.
Es seien ? Ý ã


Õã ?
æ
1
v
Ý die Kanten des Kreises und y -)?01 fu¨r  
 Ô ã


Õã  % B
Ô die einer Kante ?  zugeordnete -  % B Ô 1 -elementige Liste. Des Weiteren sei
ð

 :
ë
Ý
ã


 ã
ë W <

¹¸»º½¼¾À¿ÂÁÄÃ
ÆÅÈÇ
½É
y
-)?  1
die Schnittmenge aller dieser Listen. Da
ø
y
-)? 1
ø



%
B
Ô gilt, ist T<5  % B Ô . Es werden nun neue Listen y * -)? 1 
 y -)?01§ ë
fu¨r  
 Ô ã


Õã T und y * -)?  1 

y
-)?  1 fu¨r  
 T B Ô ã


Õã  % B Ô definiert. Die neuen
Listen haben jeweils mindestens  % Elemente, und es gibt keine Farbe, die in jeder
Liste vorkommt.
Die Kanten von

æ
1
v
Ý seien im Uhrzeigersinn orientiert. Fu¨r jede Kante kann
man nun folgendermaßen % Farben auswa¨hlen: Es sei ë eine beliebige Farbe in
einer Liste
y
* und /ËÊ der Teilgraph von

æ
1
v
Ý , der von allen Kanten induziert
wird, die ë in ihrer Liste y * enthalten. Jeder solche Teilgraph ist eine Vereinigung
gerichteter Wege und entha¨lt daher eine unabha¨ngige Kantenmenge  Ê mit der
Eigenschaft, dass jede Kante ?   -0/ Ê 1 entweder selbst in  Ê liegt oder eine
Nachfolgekante in  Ê besitzt. Die Farbe ë wird fu¨r alle Kanten aus  Ê gewa¨hlt
und anschließend aus jeder Liste gestrichen. Dieses Verfahren wird fu¨r alle Farben
ë
ÍÌ
º½¼¾À¿ÂÁÄÃ
ÆÅÈÇ

É
y
-)?

1 wiederholt. Wenn eine Kante bereits mit % Farben gefa¨rbt
ist, so wird sie aus dem Graph entfernt. Auf diese Weise wird eine Farbe ë genau
dann aus der Liste einer Kante ? gestrichen, wenn sie entweder fu¨r ? selbst oder fu¨r
die Nachfolgekante von ? gewa¨hlt wurde. Es bleiben damit jeweils mindestens %
Farben, die man fu¨r eine Kante wa¨hlen kann; also besitzt

æ
1
v
Ý eine -  % B Ô ã % 1 -
Listenkantenfa¨rbung und es gilt z{ * -

æ
1
v
Ý
1 5

B
ÔÕ
% .
Es bleibt zu zeigen, dass z{ * -

æ
1
v
Ý
1 Ü

B
ÔÕ
% gilt. Angenommen,

æ
1
v
Ý sei
-A~
ã|
1 -listenkantenfa¨rbbar mit ~   _é B ÔÕ % . Den Kanten von

æ
1
v
Ý seien jeweils
die Farben : Ô ã


 ã ~ﬃ< zugeordnet. Gilt ~ _   , so ist der Graph nicht aus den
Listen fa¨rbbar, da die  -elementigen Farbmengen, die man fu¨r zwei benachbarte
Kanten wa¨hlt, sich immer u¨berschneiden. Im Folgenden sei also ~ Ü   . Wa¨hlt
man nun eine Menge *-)? Ý 1 von  Farben fu¨r ? Ý und eine Menge *-)?Õæ 1 von  anderen
Farben fu¨r ? æ , so bleiben fu¨r ? õ noch ~ ç  Farben, die man fu¨r die Fa¨rbung *ﬂ-)? õ 1
von ? õ wa¨hlen kann. Aus diesen sind  Farben schon fu¨r ? Ý benutzt; das heißt, es
ergibt sich
ø
*-)?
õ
1m`*-)?
Ý
1
ø
5 ~ ç


. Allgemein gilt nun: Ist ?
æ
eine Kante mit
gerader Nummerierung und *ﬂ-)?
æ
1 die Menge der Farben, mit denen ?
æ
gefa¨rbt
wird, so berechnet sich die Anzahl der Farben aus *-)?
æ
1 , die auch schon in *ﬂ-)? Ý 1
benutzt wurden, folgendermaßen:
ø
*ﬂ-)?
æ
1Îª£*ﬂ-)?
Ý
1
ø
5

ç
ø
*-)?
æ
áâÝ
1Ïª*-)?
Ý
1
ø

 
çé-

ç
ø
*-)?
æ
áâÝ
1}ﬂ*-)?
Ý
1
ø
1


ø
*ﬂ-)?
æ
áâÝ
1¥*ﬂ-)?
Ý
1
ø


Ist dagegen ?
æ
v
Ý eine Kante mit ungerader Nummerierung, so gilt
ø
*ﬂ-)?
æ
v
Ý
1¥*ﬂ-)?
Ý
1
ø
5 ~ç

.B
ø
*ﬂ-)?
æ
1Ðª£*ﬂ-)?
Ý
1
ø
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5 ~ ç

.B
ø
*ﬂ-)?
æ
áâÝ
1de*ﬂ-)?
Ý
1
ø
5




5

-A~ç


1
B
ø
*ﬂ-)?
Ý
1}e*ﬂ-)?
Ý
1
ø



-A~ ç


1


Fu¨r die Kante ?
æ
1
v
Ý erha¨lt man also
ø
*ﬂ-)?
æ
1
v
Ý
1¥*ﬂ-)?
Ý
1
ø
5H%â-A~ç


1
ã
und wegen der Voraussetzung ~   _é B ÔÕ % ergibt sich
ø
*-)?
æ
1
v
Ý
1¥*ﬂ-)?
Ý
1
ø
_
%

%

Ñ ã
ein Widerspruch zur Annahme, dass

æ
1
v
Ý eine -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung besitzt.
Also ist

æ
1
v
Ý nicht -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r ~   _ñ B ÔÕ % , und somit gilt
z{
*
-

æ
1
v
Ý
1



B
ÔÕ
% . $
Ganz analog zum ersten Teil des Beweises von Satz 5.16 la¨sst sich zeigen, dass
ungerade Kreise

æ
1
v
Ý nicht nur -  % B Ô ã % 1 -listenkantenfa¨rbbar sind, sondern
sogar fu¨r jedes Ł ( eine -×-  % B Ô 1SŁ ã %jŁ 1 -Listenkantenfa¨rbung besitzen.
Korollar 5.4 Jeder ungerade Kreis

æ
1
v
Ý ist -×-

%
B
Ô
1SŁ
ã
%jŁ 1 -listenkantenfa¨rb-
bar fu¨r alle Ł ( .
Obwohl aus Satz 5.14 und Korollar 5.3 folgt, dass zu einem Klasse- Ô -Graph / im-
mer ein  ( existiert, so dass / fu¨r jedes Ł ( eine -ŁÒ ã ŁÒ  4 -0/21×1 -Listen-
kantenfa¨rbung besitzt, gibt es jedoch noch keine allgemeine Aussage, fu¨r welche
Werte ~ ã| mit ~   
 z|{ * ein Graph -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar ist. So konnte die
Verallgemeinerung, die Korollar 5.4 gegenu¨ber Satz 5.16 darstellt, bisher nicht fu¨r
alle Graphen bewiesen werden. In der -A~ ã| 1 -Listenknotenfa¨rbung gibt es jedoch
eine entsprechende Vermutung von Erdo˝s, Rubin und Taylor [40], die auch auf
Kantenfa¨rbungen u¨bertragen werden kann.
Vermutung 5.3 Ist ein Graph -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar, so ist er auch -A~VŁ ã| Ł 1 -
listenkantenfa¨rbbar fu¨r alle Ł ( .
Eine daru¨ber hinausgehende Frage, analog zu einer Frage von Erdo˝s, Rubin und
Taylor [40] zur Knotenfa¨rbung, lautet folgendermaßen:
Ist ein Graph / , der eine -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung besitzt, auch immer -A* ã'& 1 -lis-
tenkantenfa¨rbbar fu¨r alle * ã'& ﬀ( mit ~   5z*  & ? Fu¨r -A~ ã| 1 -Listenknotenfa¨rbung
ist diese Frage mit
”
nein“ zu beantworten: Es sei / ein vollsta¨ndig bipartiter Graph,
der nicht  -listenknotenfa¨rbbar ist und ~ ã| ( seien natu¨rliche Zahlen mit ~   _

, so dass / eine -A~ ã| 1 -Listenknotenfa¨rbung besitzt. Dann erfu¨llen * 
  und
& 

Ô die Bedingungen ~   _ *  & , aber / ist nicht -A* ã'& 1 -listenknotenfa¨rbbar.
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Auf Kantenfa¨rbungen la¨sst sich dieses Ergebnis nicht ohne weiteres u¨bertragen,
da aufgrund von Vermutung 5.1 keine Graphen / mit ) * -0/21 _ z|{ * -0/21 bekannt
sind. Ist obige Frage fu¨r Kantenfa¨rbung mit
”
ja“ zu beantworten, so folgt daraus
sogar die Richtigkeit der listenkantenchromatische Vermutung 5.1: Da es Zahlen
~
ã| mit ~   5÷)+* -0/21 gibt, so dass / -A~ ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar ist, wa¨re / dann
auch - )
*
-0/21
ã
Ô
1 -listenkantenfa¨rbbar und somit erga¨be sich )
*
-0/û1


z{
*
-0/û1 .
Im Folgenden wird Vermutung 5.3 fu¨r bestimmte Graphen beziehungsweise be-
stimmte Werte fu¨r ~ und  untersucht.
Satz 5.6 von Galvin [47] u¨ber den listenchromatischen Index bipartiter Graphen
wurde von ihm nicht nur fu¨r - 4 ã Ô 1 -Listenkantenfa¨rbungen bewiesen, sondern es
wird allgemein gezeigt, dass alle bipartiten Graphen mit Maximalgrad 4 fu¨r al-
le Ł  ( eine - 42Ł ã Ł 1 -Listenkantenfa¨rbung besitzen, wodurch die folgenden
Sa¨tze 5.17 und 5.19 schon bewiesen sind. Sie sollen hier trotzdem noch einmal
direkt bewiesen werden, da die benutzten Methoden zwar auf a¨hnlichen Ideen be-
ruhen, aber grundsa¨tzlich einfacher sind als im allgemeinen Beweis fu¨r bipartite
Graphen.
Satz 5.17 beweist Vermutung 5.3 fu¨r  -listenkantenfa¨rbbare Graphen. Die verwen-
dete Methode a¨hnelt der Beweisfu¨hrung zu Satz 5.16. Das entsprechende Ergebnis
fu¨r -A~ ã| 1 -Listenknotenfa¨rbung ist bei Tuza und Voigt [96] zu finden.
Satz 5.17 Jeder  -listenkantenfa¨rbbare Graph / ist -  Ł ã Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar
fu¨r jedes Ł ( , Ł Ü Ô .
Beweis. Ein Graph ist genau dann  -listenkantenfa¨rbbar, wenn er ein Weg 1 oder
ein gerader Kreis

æ
1 mit %Ü  ist. Also ist zu zeigen: Jeder Weg und jeder gerade
Kreis ist -  Ł ã Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r alle Ł ( , Ł Ü Ô .
Auf / sei eine Orientierung definiert, so dass / ein gerichteter Weg beziehungs-
weise ein gerichteter Kreis ist, und jeder Kante ? ﬀ -0/21 sei eine  Ł -elementige
Liste
y
-)? 1 zugeordnet. Mit * Ý ã


 ã *

sei die Menge aller Farben *

bezeichnet,
die in mindestens einer der Listen vorkommen. Fu¨r jede Farbe *; sei nun / , ¼ der
Graph, der durch alle Kanten ? induziert wird, fu¨r die *  
y
-)?þ1 gilt. In jedem Fall
ist / , ¼ eine Vereinigung gerichteter Wege oder ein gerader gerichteter Kreis. /
wird nun folgendermaßen gefa¨rbt: Fu¨r jede Farbe *  ,  
 Ô ã


Õã  , fa¨rbt man eine
unabha¨ngige Kantenmenge in / , ¼ so, dass jede Kante entweder selbst gefa¨rbt wird
oder zu einer gefa¨rbten Kante hin gerichtet ist. Die Farbe *  wird nun aus allen
Listen gestrichen; ist eine Kante Ł -fach gefa¨rbt, wird sie aus dem Graph entfernt.
Auf diese Weise wird eine Farbe aus der Liste einer Kante ? nur dann entfernt,
wenn die Kante entweder selbst mit dieser Farbe gefa¨rbt wird ( Ł -mal) oder die im
orientierten Graphen nachfolgende Kante gefa¨rbt wird (ho¨chstens Ł -mal). Die  Ł
Farben in jeder Liste reichen somit fu¨r eine Fa¨rbung aus. $
Wie der folgende Satz zeigt, sind Wege und gerade Kreise die einzigen Graphen
/ , fu¨r die z{ * -0/21 
  gilt. Der Beweis ist eine ¨Ubertragung eines analogen Er-
gebnisses fu¨r Knotenfa¨rbung von Johnson [72].
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Satz 5.18 Fu¨r einen Graph / gilt z{ * -0/21 
  genau dann, wenn )*0-0/21 
  .
Beweis. Ist )+* -0/û1 
  , so ist auch der Maximalgrad 4 -0/21 
  . Nach Satz 5.15
gilt damit z|{± * -0/û1 
  .
Ist z{ * -0/21 


, so folgt wie bereits erwa¨hnt aus Satz 5.14, dass es eine Zahl = (
gibt, so dass / eine -  = ã =1 -Listenkantenfa¨rbung besitzt. Man wa¨hle nun fu¨r jede
Kante ? die gleiche Liste y -)?þ1 
: ~ Ý ã


.ã ~ æ  < von Farben und fa¨rbe die Kanten
von / jeweils = -Fach aus ihren Listen. Es sei ? eine mit den Farben ~ Ý ã


 ã ~ 
gefa¨rbte Kante; dann mu¨ssen alle Nachbarkanten von ? mit ~  v Ý ã


Õã ~ æ  gefa¨rbt
sein. Man kann also die ersten = Farben der Liste als eine, die letzten = Farben der
Liste als eine zweite Farbe auffassen und erha¨lt so eine  -Fa¨rbung von / . Somit
gilt )* -0/21 
  . $
Satz 5.19 beweist Vermutung 5.3 fu¨r Ba¨ume Y . Die im Beweis verwendete Idee,
die Kanten von Y in einer bestimmten Reihenfolge zu fa¨rben, ist eine ¨Ubertragung
analoger ¨Uberlegungen zur -A~ ã| 1 -Listenknotenfa¨rbung (siehe Voigt [104, S. 15]).
Satz 5.19 Jeder Baum Y mit 4 - Y 1 
 4 ist - 4UŁ ã Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r je-
des Ł ( .
Beweis. Die Kanten von Y werden folgendermaßen durchnummeriert: Zuna¨chst
beziffert man die Kanten, die zu Knoten vom Grad Ô inzident sind. Daraufhin
werden alle Knoten vom Grad Ô entfernt, und man verfa¨hrt mit dem entstehen-
den Graph wieder genauso. Auf diese Weise erha¨lt man schließlich den Graph

æ und benennt die verbleibende Kante mit ? ´ . Gefa¨rbt wird nun in umgekehr-
ter Reihenfolge: Die Kante ?
´
erha¨lt Ł beliebige Farben aus der zugeordneten
4UŁ -elementigen Liste. Bei der Fa¨rbung der anderen Kanten in der Reihenfolge
?
´
ã


Õã
?
Ý ist jede zu fa¨rbende Kante ?  zu ho¨chstens 4ç Ô bereits gefa¨rbten Kan-
ten ?

mit  k benachbart; es bleiben also immer mindestens Ł weitere Farben
fu¨r eine Fa¨rbung. $
Schließlich soll Vermutung 5.3 fu¨r eine bestimmte Klasse kritischer Graphen der
Kantenfa¨rbung bewiesen werden. Dazu wird das folgende Lemma benutzt, eine
¨Ubertragung eines analogen Ergebnisses fu¨r Knotenfa¨rbung von Voigt [104].
Lemma 5.20 Es sei / ein Graph mit  -0/21 
  Ý + 
æ
+

õ , wobei  Ý , 
æ
und

õ Mengen unabha¨ngiger Kanten sind und fu¨r jedes Paar :  ã	 <ÒÓ : Ô ã  ã  < gilt:


ª



Ñ¬ und der durch die Menge   +   aufgespannte Teilgraph /    von /
ist

-listenkantenfa¨rbbar. Dann hat / eine - 7KŁ ã Ł 1 -Listenkantenfa¨rbung fu¨r jedes
Ł
(
.
Beweis. Dem Graph / seien 7KŁ -elementige Farblisten zugeordnet. Die Teilgra-
phen /



sind nach Voraussetzung fu¨r  ã	  : Ô ã  ã  < und  
P alle  -listenkan-
tenfa¨rbbar und damit nach Satz 5.17 -  Ł ã Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r jedes Ł Ü Ô .
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Zuna¨chst wird der Graph / Ý  æ betrachtet. Er ist -  Ł ã Ł 1 -, also auch - 7KŁ ã  Ł 1 -
listenkantenfa¨rbbar fu¨r jedes Ł I( . Man fa¨rbe jede Kante von / Ý  æ mit je-
weils  Ł Farben aus den zugeordneten 7KŁ -elementigen Listen. Diese neuen,  Ł -
elementigen Farblisten der Kanten ?  Ý +  æ seien mit
y
* -)? 1 benannt.
Da / Ý  õ eine  -Listenkantenfa¨rbung besitzt, ist jede Kante aus  õ zu ho¨chstens
zwei Kanten aus  Ý benachbart. Fa¨rbt man die Kanten von  Ý mit jeweils Ł Far-
ben aus den zugeordneten Listen y * und entfernt die an benachbarten Kanten be-
nutzten Farben aus den Listen der zu  õ geho¨renden Kanten, so bleiben dort also
noch mindestens  Ł Farben in jeder Liste bestehen. Dies seien die neuen Listen
y
* fu¨r die Kanten aus  õ .
Den Kanten des Graphen / æ  õ sind nun jeweils  Ł -elementige Farblisten y * zuge-
ordnet. Da der Graph -  Ł ã Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar ist, lassen sich die Kanten aus

æ und  õ aus diesen Listen mit jeweils Ł Farben fa¨rben. Auf diese Weise erha¨lt
man eine Kantenfa¨rbung von / * , bei der jede Kante mit genau Ł Farben aus der
zugeordneten Liste gefa¨rbt ist. Also ist / * - 7KŁ ã Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r jedes
Ł
(
. $
Lemma 5.20 la¨sst sich nun auf u¨berfu¨llte kritische Graphen / mit 4 -0/21 
 
anwenden, die in Kapitel 3 na¨her beschrieben wurden.
Satz 5.21 Es sei / ein u¨berfu¨llter kritischer Graph mit 4 -0/21 
  . Dann ist /
- 7KŁ
ã
Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r alle Ł ( .
Beweis. Hat / die Ordnung 	 , so hat der Graph nach den ¨Uberlegungen in den
Beweisen zu Lemma 3.4 und Satz 3.7 die Gradfolge  Ý  ßáâÝ und la¨sst sich in eine
Menge von Kreisen, wovon genau einer ungerade ist, und eine Menge von - 	 ç Ô 1 
unabha¨ngigen Kanten zerlegen. Es sei ? eine zu dem Knoten vom Grad  inzidente
Kante und / * der Graph /ç ? . Dann besteht  -0/ * 1 aus drei Mengen  Ý , 
æ
und

õ von jeweils - 	 ç Ô 1  unabha¨ngigen Kanten. Zudem hat / * die Eigenschaft,
dass fu¨r  ã	  : Ô ã  ã  < , |
  , die von der Kantenmenge   +   induzierten
Teilgraphen von / * , die mit /



bezeichnet seien, alle  -listenkantenfa¨rbbar sind.
Nach Lemma 5.20 ist / also - 7KŁ ã Ł 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r alle Ł ( .
Die Kante ? ist in / zu genau  Kanten inzident. Streicht man die an den inzidenten
Kanten benutzten Farben aus der 7KŁ -elementigen Liste y -)? 1 , so bleiben noch min-
destens Ł Farben u¨brig, die man fu¨r eine Fa¨rbung von ? verwenden kann. Somit
hat auch der Graph / eine - 7KŁ ã Ł 1 -Listenkantenfa¨rbung fu¨r alle Ł Ü Ô . $
Satz 5.21 kann auch ganz direkt bewiesen werden: Zuna¨chst fa¨rbt man die - 	 ç Ô 1 
unabha¨ngigen Kanten beliebig Ł -fach. Jede Kante ? der verbleibenden Kreise ist
zu jeweils  gefa¨rbten Kanten (beziehungsweise zu einer gefa¨rbten Kante, falls
sie zum Knoten vom Grad  inzident ist) adjazent. Streicht man die an inzidenten
Kanten benutzten Farben, so bleiben fu¨r die zum Knoten vom Grad  inzidenten
Kanten noch  Ł , fu¨r alle anderen Kanten noch  Ł Farben u¨brig. Mit diesen Listen
sind die Kreise ebenfalls Ł -fach fa¨rbbar.
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Die im ersten Beweis zu Satz 5.21 angegebene Methode la¨sst jedoch die folgen-
de Frage aufkommen: Kann man diese Vorgehensweise auch auf Graphen u¨ber-
tragen, die aus mehr als drei unabha¨ngigen Kantenmengen bestehen? Ha¨tte man
eine solche Mo¨glichkeit, so ko¨nnte man damit Aussagen u¨ber die -×- 4 B Ô 1SŁ ã Ł 1 -
Listenkantenfa¨rbbarkeit aller u¨berfu¨llten kritischen planaren Graphen (auch mit
4 k
 ) treffen.
5.1.4 £¢¤Ô¥§Õ¥×ÖÂ¨ -Listenkantenfa¨rbung
Eine Spezialform der -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung erha¨lt man, wenn man die zula¨s-
sige Schnittmenge der Listen benachbarter Kanten einschra¨nkt. Auch diese Defini-
tion ist bisher nur fu¨r Listenknotenfa¨rbungen untersucht worden und soll hier auf
Listenkantenfa¨rbungen u¨bertragen werden.
Definition 5.5 Ein Graph / heißt -A~ ã| ã = 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r ~ ã| ã = ( und
 ã
=
_
~ , wenn fu¨r jede mo¨gliche Zuordnung von Listen y zu den Kanten von /
mit
ø
y
-)?þ1
ø
Ü ~ fu¨r alle ?   -0/û1 und ø y -)?

1Âª
y
-)?

1
ø
5 = fu¨r je zwei adjazente
Kanten ?  und ?  eine Fa¨rbung * existiert, so dass gilt:
ø
*ﬂ-)? 1
ø

Ñ
, *-)?þ1ØÓ
y
-)? 1 fu¨r
jede Kante ? und *ﬂ-)?  1Ðª£*ﬂ-)?  1 
Ñ¬ fu¨r je zwei adjazente Kanten ?  und ?  .
Fu¨r = 
 ~ entspricht diese Definition der in Abschnitt 5.1.3 beschriebenen -A~ ã| 1 -
Listenkantenfa¨rbung. Fu¨r = 
  dagegen ist jeder Graph -A~ ã| ã = 1 -listenkantenfa¨rb-
bar, da in diesem Fall die Schnittmengen der Listen benachbarter Kanten leer sind.
Daher soll hier nur der Fall 2_ = _ ~ betrachtet werden.
Bemerkung 5.3 Eine notwendige Bedingung fu¨r die -A~ ã| ã =1 -Listenkantenfa¨rb-
barkeit ergibt sich aus folgender ¨Uberlegung: Mit Ausnahme der Graphen  Ý und

æ
besitzt jeder zusammenha¨ngende Graph mindestens zwei benachbarte Kanten
? und ? . Ist ? bereits mit  Farben aus der zugeordneten ~ -elementigen Liste
gefa¨rbt und haben die Listen y -)?  1 und y -)?  1 genau = gemeinsame Farben, so
bleiben fu¨r ?

noch ho¨chstens ~ ç -  ç -A~ ç =1×1 
  ~ ç  ç = mo¨gliche Farben,
aus denen  Farben gewa¨hlt werden sollen. Somit muss immer ~Ü dB =  gelten.
Das folgende Lemma ist hilfreich, um Aussagen u¨ber die -A~ ã| ã = 1 -Listenknoten-
fa¨rbung oder -Listenkantenfa¨rbung eines Graphen zu treffen. Dazu beno¨tigt man
noch die folgenden Definitionen:
Ist / 
 -
ù
ã
 1 ein gerichteter Graph, so wird mit & v - 1 der Ausgangsgrad ei-
nes Knotens  
ù
bezeichnet, also die Anzahl von Bo¨gen ~ 
 G   ; unter
der Ausgangsnachbarschaft  v - 1 eines Knotens   ù versteht man zudem die
Knotenmenge :   G   < . Der maximale Ausgangsgrad eines Graphen / ist
das Maximum der Ausgangsgrade & v - 1 fu¨r alle Knoten  
ù
-0/21 .
Die Aussage des Lemmas ist mindestens schon seit den achtziger Jahren bekannt;
ein Beweis ist bei Alon und Tarsi [6] zu finden.
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Lemma 5.22 Es sei / ein Graph mit der Eigenschaft, dass fu¨r jeden Teilgraph \
von / gilt:
ø

-A\ 1
ø

øúù
-A\ 1
ø
5H% . Dann besitzt / eine Orientierung mit maximalem
Ausgangsgrad 53% .
Mit Hilfe dieses Lemmas la¨sst sich der erste allgemeine Satz zur -A~ ã| ã = 1 -Listen-
kantenfa¨rbung beweisen.
Satz 5.23 Jeder Graph / mit Maximalgrad 4 ist -×- 4 ç Ô 1S= B ã| ã =1 -listenkan-
tenfa¨rbbar fu¨r alle Zahlen  ã = ( .
Beweis. Gilt 4 
 Ô , so ist der Graph -  ã| 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r jedes  z(
und damit auch - Õã| ã = 1 -listenkantenfa¨rbbar. Es sei also 4 Ü  ; dann gilt _ = _
- 4÷ç
Ô
1S=
BÙ und die Bedingung aus Bemerkung 5.3 ist ebenfalls erfu¨llt.
Es sei \ der Kantengraph zu / und \ó* ein beliebiger Teilgraph von \ . Dann kann
man durch Einfu¨gen von Kanten in \ * einen Graph \ó* * erhalten, der Kantengraph
zu einem Teilgraph / * von / ist, und es gilt
øúù
-A\
*
1
ø


ø

-0/
*
1
ø
und
ø

-A\
*
1
ø
5
ø
-A\
* *
1
ø


Ô
ÛÚ Ü
ÁÝ

É
Ú
Þ
àß
Ý
-
&
-

1×1
æ
ç
ø

-0/
*
1
ø


Also ist
ø

-A\
*
1
ø
øúù
-A\
*
1
ø
5á
Ú Ü
ÁÝ

É
Ú
àß
Ý
-
&
-

1×1
æ

ø

-0/
*
1
ø
ç
Ô
5
4
á
Ú Ü
ÁÄÝ

É
Ú
ß
Ý
&
-

1

ø

-0/
*
1
ø
ç
Ô


4÷ç
Ô


Nach Lemma 5.22 besitzt \ also eine Orientierung, deren maximaler Ausgangs-
grad ho¨chstens 4 ç Ô ist. Den Knoten von \ seien nun beliebige -×- 4 ç Ô 1S= Bâ 1 -
elementige Farblisten y - 1 zugeordnet. Streicht man fu¨r alle  
ù
-A\ 1 aus der
zugeordneten Liste y - 1 alle Farben, die auch in einer der Listen y -  1 ,  

Ô
ã


Õã'&
v
- 1 mit 



v
- 1 enthalten sind, so beinhaltet die entstehende neue Li-
ste
y
* - 1 jeweils noch mindestens - 4 ç Ô 1S= Bã ç- 4óç Ô 1S= 
ä Farben. Da die Listen
y
* zweier benachbarter Knoten keine gemeinsamen Elemente besitzen, kann man
\ aus diesen Listen  -fach fa¨rben. Der Kantengraph \ ist also -×- 4 ç Ô 1S= BåÕã| ã = 1 -
listenknotenfa¨rbbar und / somit -×- 4 ç Ô 1S= BâÕã| ã = 1 -listenkantenfa¨rbbar. $
Setzt man  
 = 
 Ł ( , so ergibt sich direkt aus Satz 5.23 das folgende
Korollar.
Korollar 5.5 Jeder Graph / mit Maximalgrad 4 ist - 4UŁ ã Ł ã Ł 1 -listenkanten-
fa¨rbbar fu¨r jedes Ł £( .
Allgemeine Ergebnisse scheinen in der -A~ ã|Õã = 1 -Listenknotenfa¨rbung bisher nur fu¨r
planare Graphen bekannt zu sein, und auch dort im Wesentlichen nur fu¨r den Fall
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 

Ô
. Die Fragestellungen sind auch in der Kantenfa¨rbung schwieriger einzugren-
zen als bei der -A~ ã| 1 -Fa¨rbung, da die Choice Edge Ratio *æ¡9= * -0/û1 eines Graphen fu¨r
die -A~ ã|Õã = 1 -Fa¨rbung keine untere Schranke fu¨r ~   darstellt, wenn = klein genug
gewa¨hlt ist.
Selbst fu¨r Kreise, fu¨r die die -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbbarkeit vollsta¨ndig untersucht
ist, scheint die Frage nach -A~ ã| ã = 1 -Listenkantenfa¨rbungen schwierig zu beantwor-
ten zu sein. Nach Satz 5.16 ist ein ungerader Kreis

æ
1
v
Ý nicht -A~ ã| 1 -listenkan-
tenfa¨rbbar fu¨r ~   _÷ B ÔÕ % ; somit hat

æ
1
v
Ý fu¨r keine ganze Zahl ä8Ü  eine
-

%ç ä
ã
%
ã

%ç äâ1 -Listenkantenfa¨rbung. Nach Satz 5.23 ist aber jeder ungerade
Kreis -  %ç ä ã % ã %ç ä 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r jede Zahl ä mit  5 ä _ % . Ob
% ç ä in diesem Fall jedoch der gro¨ßtmo¨gliche Wert fu¨r = ist, damit der ungerade
Kreis

æ
1
v
Ý eine -  % çêä ã % ã = 1 -Listenkantenfa¨rbung besitzt, ist nicht bekannt.
Der folgende Satz gibt eine Eigenschaft aller Graphen mit Maximalgrad 4 
  ,
also auch der ungeraden Kreise, bezu¨glich der -A~ ã| ã = 1 -Listenkantenfa¨rbung an.
Satz 5.24 Hat ein Graph / mit 4ó-0/21 
  eine -A~ ã| ã = 1 -Listenkantenfa¨rbung, so
ist / auch -A~ B p ã| ã = B p+1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r jedes p ( .
Beweis. Ohne Einschra¨nkung sei / zusammenha¨ngend. Ist / ein Kreis, so seien
die Kanten im Uhrzeigersinn mit ? Ý ã


.ã ? ´ bezeichnet; ist / ein Weg, so werden
die Kanten von / entlang des Weges mit ? Ý ã


 ã ? ´ durchnummeriert. Jeder Kante
von / sei eine Liste der La¨nge ~ B p zugeordnet, so dass sich die Listen benachbar-
ter Kanten um ho¨chstens = B p Farben u¨berschneiden. Nun entfernt man, soweit
vorhanden, aus jeder Liste y -)?  1 eine Farbe aus der Menge y -)?  1çª y -)?  v Ý 1 fu¨r



Ô
ã


Õã
N2ç
Ô
und aus y -)?
´
1 eine Farbe der Menge y -)?
´
1¯ª
y
-)?
Ý
1 . Damit ent-
halten die Listen alle mindestens ~ B p ç Ô Farben und u¨berschneiden sich bei
benachbarten Kanten um ho¨chstens = B p ç Ô Farben. Wiederholt man diese Pro-
zedur noch -p ç Ô 1 -mal, erha¨lt man Listen der La¨nge mindestens ~ , die sich in
ho¨chstens = Farben an benachbarten Kanten u¨berschneiden, und kann den Graph
nach Voraussetzung  -fach fa¨rben. $
Schließlich soll in Satz 5.25 die -A~ ã| ã = 1 -Listenkantenfa¨rbung von Ba¨umen un-
tersucht werden. Nach Satz 5.19 besitzt jeder Baum mit Maximalgrad 4 eine
- 4UŁ
ã
Ł 1 -Listenkantenfa¨rbung. Somit sind Ba¨ume immer - 4UŁ ã Ł ã 4UŁ 1 -listen-
kantenfa¨rbbar fu¨r jedes Ł £( . Im folgenden Satz wird nun untersucht, fu¨r welche
Werte = ein Baum mit Maximalgrad 4 eine -A~ ã|Õã = 1 -Listenkantenfa¨rbung besitzt,
wenn ~
_
4
 ist.
Satz 5.25 Jeder Baum Y mit Maximalgrad 4 Ü  besitzt fu¨r jedes Ł 3( und
jedes % "( mit % 5 4UŁ  çyŁ B Ô eine - 42Ł ç% ã Ł ã 4UŁ ç  -)% B Ł ç Ô 1×1 -
Listenkantenfa¨rbung.
Beweis. Es sei Y ein Baum mit Maximalgrad 4 Ü  und Ł ã %  ( mit %÷5
4UŁ

çxŁ
B
Ô
. Jeder Kante ? von Y sei eine - 4UŁñçi% 1 -elementige Liste y -)? 1 zu-
geordnet. Da Y ein Baum ist, gibt es in
ù
-
Y
1 mindestens zwei Knoten vom Grad Ô .
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Es sei ? Ý eine Kante aus  - Y 1 , die zu einem solchen Knoten vom Grad Ô inzident
ist. Zuna¨chst wird ? Ý mit einer beliebigen Menge von Ł Farben ë Ý  ã


Õã ë Ýéè aus
y
-)?
Ý
1 gefa¨rbt; die verwendeten Farben werden aus den Listen aller benachbarten
Kanten gestrichen. Als na¨chstes fa¨rbt man nun von den zu ? Ý benachbarten Kanten
eine der Kanten, in deren aktuellen Listen am wenigsten Farben enthalten sind —
in diesem Fall also eine Kante, aus deren urspru¨nglicher Liste mo¨glichst viele der
Farben von ? Ý gestrichen wurden —, mit Ł Farben ë æ  ã


.ã ë æ è aus der verblei-
benden Liste. Diese Kante wird ?Õæ genannt, und die verwendeten Farben werden
wiederum aus den Listen aller ungefa¨rbten zu ? Ý benachbarten Kanten gestrichen.
Diese Prozedur wird nun fu¨r alle noch nicht gefa¨rbten Nachbarkanten von ? Ý wie-
derholt, bis nach  Schritten  paarweise benachbarte Kanten gefa¨rbt sind und es
entweder keine weiteren ungefa¨rbten Kanten gibt, die zu ? Ý benachbart sind, oder
aber eine zu ? Ý benachbarte ungefa¨rbte Kante existiert, in deren Liste keine Ł Far-
ben mehr enthalten sind.
Angenommen, der zweite Fall tritt ein und ?
*
sei die erste ungefa¨rbte zu ? Ý be-
nachbarte Kante, in deren Liste sich weniger als Ł Farben befinden. Die Liste
y
-)?
*
1 enthielt vor der Fa¨rbung der letzten Kante ?

genau Ł B ä Farben fu¨r ein ä
mit  5÷äé5 Ł ç Ô ; von diesen wurden mindestens ä B Ô Farben aus der Liste
entfernt, weil sie fu¨r die Fa¨rbung von ?

verwendet wurden. Da immer die Kante
mit den wenigsten Farben in der dazugeho¨rigen Liste gefa¨rbt wurde, enthielt auch
y
-)?

1 vor der Fa¨rbung von ?

ho¨chstens Ł B ä Farben. Das heißt, in den  ç Ô vor-
angegangenen Schritten wurden sowohl aus y -)?

1 als auch aus
y
-)?
*
1 mindestens
4UŁ ç% ç-Ł
B
äâ1 Farben gestrichen; da insgesamt ho¨chstens -  ç Ô 1SŁ Farben
entfernt wurden, mu¨ssen aus den beiden Listen mindestens

- 42Ł çy%çô-Ł
B
äâ1×1 çô-

ç
Ô
1SŁ



4UŁ ç

%ç

äçô-

B
Ô
1SŁ
gleiche Farben gestrichen worden sein. Zusammen mit den mindestens ä B Ô Far-
ben, die fu¨r die Fa¨rbung von ?

verwendet und aus der Liste von ? * gestrichen
wurden, hatten die Listen y -)?

1 und y -)? * 1 also urspru¨nglich
ø
y
-)?

1Ðª
y
-)?
*
1
ø
Ü

4UŁ ç

% ç ä çé-

B
Ô
1SŁ
B
Ô
gemeinsame Farben; wegen ä 5Ł ç Ô folgt
ø
y
-)?

1Ðª
y
-)?
*
1
ø
Ü

4UŁ ç

% ç8-

B

1SŁ
B



Da alle zu ? Ý adjazenten Kanten zum gleichen Knoten inzident sind und nach
Schritt  noch nicht alle diese Kanten gefa¨rbt wurden, gilt  _ 4 , und somit ergibt
sich
ø
y
-)?

1Ðª
y
-)?.* 1
ø
kô4UŁ6ç

% ç

Ł
B

, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also konnten alle zu ? Ý benachbarten Kanten gefa¨rbt werden. Es seien nun mit
³
Ý
ã


Õã
³
u alle diejenigen zu ? Ý benachbarten Kanten bezeichnet, die noch zu un-
gefa¨rbten Kanten adjazent sind (siehe Abbildung 5.1).
Die oben beschriebene Fa¨rbungsprozedur wird nun fu¨r alle  
 Ô ã


 ã p durch-
gefu¨hrt, indem man als Startkante anstelle von ? Ý die Kante ³ wa¨hlt. Da die
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PSfrag replacements
?
Ý
? æ
?
õ
?
ý
?
ü
?
 
Abbildung 5.1: Die Kanten ? æ 
 ³ Ý und ? ý 
 ³ æ haben ungefa¨rbte Nachbarkanten.
Fa¨rbungsprozedur mit einer beliebigen Menge von Ł Farben fu¨r die Kante ? Ý star-
tet, kann nun fu¨r die Startkante ³  die bereits ausgewa¨hlte Menge von Ł Farben
u¨bernommen werden. Die fu¨r ³  verwendeten Farben werden aus allen ungefa¨rbten
zu ³ benachbarten Kanten entfernt, und es ko¨nnen wieder alle zu ³ benachbarten
Kanten aus ihren Listen gefa¨rbt werden.
Durch sukzessives Anwenden der beschriebenen Prozedur auf alle Kanten, die
noch zu ungefa¨rbten Kanten benachbart sind, werden so alle Kanten von Y aus
ihren Listen gefa¨rbt. $
Bemerkung 5.4 Die Aussage von Satz 5.25 ist scharf in dem Sinne, dass sie fu¨r
%


Ô
und Ł 
 Ô nicht verbessert werden kann: Nach Satz 5.25 existiert zwar fu¨r
jeden Baum mit Maximalgrad 4 eine - 4éç Ô ã Ô ã 4éç  1 -Listenkantenfa¨rbung, aber
kein Graph / ist -A~ ã Ô ã ~ 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r ~ _ 4ó-0/21 .
Auch fu¨r % 
  la¨sst sich der Wert von = in der -A~ ã|Õã = 1 -Listenkantenfa¨rbung aus
Satz 5.25 nicht allgemein verbessern: Der in Abbildung 5.2 dargestellte Graph hat
Maximalgrad 4 
 7 und ist nicht -  ã Ô ã Ô 1 -listenkantenfa¨rbbar, also nicht - 46ç
%
ã
Ô
ã
4èç

%
B
Ô
1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r % 
  .
PSfrag replacements
-
Ô
ã

1
-
Ô
ã

1
-
Ô
ã
7Þ1
-

ã

1
-

ã
7Þ1
-

ã
7Þ1-

ã
7Þ1
Abbildung 5.2: / ist nicht - 4÷çy% ã Ô ã 4 ç  % B Ô 1 -listenkantenfa¨rbbar fu¨r % 
  .
Satz 5.25 kann erweitert werden auf alle Graphen / 
 YHB ? , wenn Y ein Baum
und ? eine Kante ﬃ  -0/21 mit  ã  
ù
-
Y
1 und & Ý -â1 
  oder & Ý - 1 
  ist:
Satz 5.26 Es sei / ein Graph mit Maximalgrad 4 , fu¨r den gilt: / entha¨lt genau
einen Kreis

, und es existiert ein Knoten  
ù
-

1 mit & Ý - 1 


. Dann besitzt
/ eine - 4UŁ ç % ã Ł ã 42Ł ç

-)%
B
Ł ç
Ô
1×1 -Listenkantenfa¨rbung fu¨r jedes % ﬀ(
mit % 584UŁ

ç|Ł
B
Ô
und jedes Ł ( .
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Beweis. Sind  und ﬁ die Nachbarknoten von  , so ist /÷çb ein Baum Y . Es
sei Y * 
 YzB ä B  ä mit ä 
ù
-0/21 ein neuer Baum, der aus Y durch Zufu¨gen
eines neuen Knotens ä und der Kante öä entsteht; dann gilt 4 - Y * 1 
 4 -0/21 . Den
Kanten ?  -0/21 seien - 4UŁ çy% 1 -elementige Listen
y
-)? 1 zugeordneten, die sich
an benachbarten Kanten in ho¨chstens 4UŁ6ç  -)% B Ł6ç Ô 1 Farben u¨berschneiden.
Jeder Kante ?
*
"
-
Y
*
1 , die auch in  -0/û1 liegt, sei nun ebenfalls die Liste y -)?
*
1
zugeordnet; außerdem gelte y -öäâ1 
 y -b 1 . Da ﬃ und Gﬁ in / benachbart sind,
ergibt sich
ø
y
-Gﬁ 1 
y
- ä 1
ø


4UŁ6çy% ç
ø
y
-Gﬁ 1Ïª
y
- ä 1
ø


4UŁ6çy% ç
ø
y
-Gﬁ 1Ïª
y
-b 1
ø
Ü 4UŁ6çy% çô- 42Ł ç

%ç

Ł
B

1


%
B

Ł ç

und somit
ø
y
-Gﬁ 1ﬂ
y
-öä 1
ø
ÜnŁ wegen % Ü Ô und Ł Ü Ô . Also lassen sich
Ł Farben aus y -Vﬁ 1 wa¨hlen, die nicht in y -öäâ1 liegen. Wa¨hlt man diese Farben
fu¨r die Fa¨rbung von Vﬁ , so kann man wie im Beweis von Satz 5.25 verfahren,
wobei man mit der Kante Gﬁ als Startkante ? Ý der beschriebenen Fa¨rbungsprozedur
beginnt. Auf diese Weise erha¨lt man eine Fa¨rbung * * von Y * . Fu¨r eine Fa¨rbung *
von / kann man nun *-)?þ1 
 *Û*0-)?þ1 fu¨r jede Kante ?  / setzen, die auch in Y *
liegt, und schließlich die verbleibende Kante ﬃ mit *ﬂ-ﬃ 1 
 *Ú*0-öä 1 fa¨rben. $
5.2 Listentotalfa¨rbung
Die ¨Ubertragung der Ideen der Listenfa¨rbung auf Totalfa¨rbungen ist in der Literatur
zum ersten Mal Ô.ﬂ  in einem Artikel von Borodin, Kostochka und Woodall [19]
zu finden. Listentotalfa¨rbung von Graphen wird ganz analog zur in Abschnitt 5.1
beschriebenen Listenkantenfa¨rbung definiert.
Definition 5.6 Es sei y 
D: y - äâ1  ä 
ù
-0/21{+

-0/21< eine Familie von Listen
y
- ä 1 , die den Knoten und Kanten ä 
ù
-0/21#+

-0/21 eines Graphen / zugeord-
net sind. Dann versteht man unter einer y -Listentotalfa¨rbung eine Totalfa¨rbung
* von / , so dass *ﬂ- ä 1  y - ä 1 fu¨r jedes Element ä  ù -0/û1¥+  -0/21 gilt. Der
Graph heißt % -listentotalfa¨rbbar fu¨r ein %  ( , wenn er fu¨r jede Familie y mit
ø
y
- ä 1
ø
Ü­% eine
y
-Listentotalfa¨rbung besitzt. Die kleinste Zahl % , fu¨r die der
Graph % -listentotalfa¨rbbar ist, heißt listentotalchromatische Zahl (in der Literatur
manchmal auch als totale Choice-Zahl zu finden) und wird mit z{ * * -0/û1 bezeichnet.
¨Uber die listentotalchromatische Zahl allgemeiner Graphen / ist noch nicht viel
bekannt. Grundlegende Eigenschaften sowie exakte Werte fu¨r z{ * * -0/21 einiger Gra-
phen / sollen in den beiden Abschnitten 5.2.1 und 5.2.2 dargestellt werden.
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5.2.1 Eigenschaften der listentotalchromatischen Zahl
Wiederum entspricht eine y -Listentotalfa¨rbung mit y - ä 1 
 : Ô ã


þã %b< fu¨r alle
Elemente ä 
ù
-0/21#+

-0/21 offensichtlich einer herko¨mmlichen % -Totalfa¨rbung
eines Graphen / , woraus sich als untere Schranke fu¨r die listentotalchromatische
Zahl z|{ * * -0/21 Ü8)* * -0/û1 ergibt. Ebenso wie in der Listenkantenfa¨rbung wird auch in
der Listentotalfa¨rbung vermutet, dass hier sogar fu¨r jeden Graph / die Gleichheit
gilt.
Vermutung 5.4 (Listentotalchromatische Vermutung) Jeder Graph / erfu¨llt
z|{
* *
-0/21


)
* *
-0/21


Diese Vermutung wurde bereits von Borodin, Kostochka und Woodall [19] aufge-
stellt. Ihre Richtigkeit wu¨rde gleichzeitig die ¨Ubertragung der totalchromatischen
Vermutung 2.3 auf Listenfa¨rbungen beweisen, die erstmals von Juvan, Mohar und
ˇSkrekovski [74] vero¨ffentlicht wurde:
Vermutung 5.5 Fu¨r jeden Graph / mit Maximalgrad 4 gilt
*¢¡
* *
-0/û1 5ô4
B



Vermutung 5.5 konnte bereits fu¨r einige Graphenklassen besta¨tigt werden; so wur-
de sie zum Beispiel von Juvan, Mohar und ˇSkrekovski [74] fu¨r alle Graphen mit
Maximalgrad 465  bewiesen.
Satz 5.27 Ist / ein Graph mit Maximalgrad 4 -0/û1 5  , so gilt
z|{
* *
-0/21 5é4 -0/21
B



Mit Hilfe des listenchromatischen Index z|{ * -0/21 eines Graphen / la¨sst sich die
listentotalchromatische Zahl z|{ * * -0/21 nach oben begrenzen. Diese Beobachtung ist
bereits bei Borodin, Kostochka und Woodall [19] zu finden.
Satz 5.28 Fu¨r jeden Graph / gilt
z{
* *
-0/21í5²z|{
*
-0/21
B



Mit Satz 5.28 la¨sst sich Vermutung 5.5 fu¨r alle diejenigen Klasse- Ô -Graphen bewei-
sen, fu¨r die bereits die listenkantenchromatische Vermutung 5.1 besta¨tigt werden
konnte. Dies sind zum Beispiel alle bipartiten Graphen (Satz 5.6 von Galvin).
Korollar 5.6 Ist / ein bipartiter Graph, so gilt *æ¡ * *0-0/21 5ô4ó-0/21 B  .
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Die mit den Sa¨tzen 2.17 und 2.18 in Abschnitt 2.2 angegebenen allgemeinen obe-
ren Schranken fu¨r die totalchromatische Zahl konnten bisher nicht auf die listen-
totalchromatische Zahl u¨bertragen werden. So wird die Schranke C  4 -0/21  F aus
Satz 2.17 in Satz 5.29 von Borodin, Kostochka und Woodall [19] zum Beispiel
nicht erreicht.
Satz 5.29 Ist / ein Graph mit Maximalgrad 4 , so gilt
z|{
* *
-0/21í5ëê


4ó-0/21éì
B



5.2.2 Exakte Werte fu¨r die listentotalchromatische Zahl
Es gibt nur wenige Graphenklassen, fu¨r die der Wert der totalchromatischen Zahl
bereits exakt bestimmt ist. Die wichtigsten dieser Graphenklassen sollen hier dar-
gestellt werden.
Graphen mit kleinem Maximalgrad
Die Bestimmung der totalchromatischen Zahl fu¨r Wege und Kreise stammt von
Juvan, Mohar und ˇSkrekovski [74]. Da dies die einzigen Graphen / mit Maximal-
grad 4ó-0/21 5  sind, ergibt sich der folgende Satz:
Satz 5.30 Ist / ein Graph mit Maximalgrad 465  , so gilt die listentotalchroma-
tische Vermutung z|{ * * -0/21 
 )+* * -0/21 .
Balancierte bipartite Graphen
Aus Korollar 5.6 folgt unmittelbar, dass Vermutung 5.4 fu¨r alle bipartiten Typ-

-Graphen gilt. Mit Satz 2.35 u¨ber die totalchromatische Zahl bipartiter Graphen
erha¨lt man den folgenden Satz.
Satz 5.31 Ist / ein balancierter bipartiter Graph  uV u , so gilt fu¨r seine listento-
talchromatische Zahl z|{ * * -A uV u 1 
 ) * * -A uG u 1 
 p B Ô .
Planare Graphen
Nach Satz 2.48 besitzen alle planaren Graphen mit Maximalgrad 4ó-0/21 Ü Ô. ei-
ne 4 -Totalfa¨rbung. Dieses Ergebnis konnte von Borodin, Kostochka und Woodall
[19] auf Listentotalfa¨rbung u¨bertragen werden.
Satz 5.32 Ist / ein planarer Graph mit Maximalgrad 46Ü Ô. , so gilt
z|{
* *
-0/21


)
* *
-0/û1


4
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Von den gleichen Autoren stammt ein Ergebnis, das analog zu Satz 2.49 zusa¨tzlich
zum Maximalgrad die Taillenweite des Graphen / beru¨cksichtigt. Die Werte von
Satz 2.49 werden hier jedoch nicht durchga¨ngig erreicht.
Satz 5.33 Ist / ein planarer Graph mit Maximalgrad 4 und Taillenweite  , so gilt
z|{
* *
-0/21


4
B
Ô fu¨r
q




r




s
46Ü
Ô
 und Ü 
46Ü
 und Ü 7
46Ü
 und Ü 
46Ü

und Ü 
46Ü87 und Ü Ô 

Schließlich konnte die listentotalchromatische Vermutung von Juvan und Mohar
[73] fu¨r alle outerplanaren Graphen bewiesen werden.
Satz 5.34 Ist / ein outerplanarer Graph, so gilt die listentotalchromatische Ver-
mutung z{ * * -0/û1 
 ) * * -0/21 .
Vergleicht man die Ergebnisse zum listenchromatischen Index und zur listentotal-
chromatischen Zahl, so wird deutlich, dass es in der Listentotalfa¨rbung noch weni-
ger Graphenklassen gibt, fu¨r deren Graphen / der exakte Wert von z|{ * * -0/21 bereits
bekannt ist.
Im folgenden Kapitel 6 sind die Graphenklassen, fu¨r die der listenchromatische
Index oder die listentotalchromatische Zahl bereits bestimmt sind, in Tabelle 6.5
zusammengefasst.
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Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick
Die verschiedenen Formen der Kanten- und Totalfa¨rbung von Graphen sind sehr
aktuelle und, wie bereits in der Einleitung gezeigt, auch anwendungsrelevante Ge-
biete der Graphentheorie, die sich permanent weiterentwickeln. Dennoch gibt es
eine Vielzahl offener Fragestellungen, und die großen Vermutungen zu diesen The-
menbereichen sind noch immer weit davon entfernt, allgemein bewiesen oder wi-
derlegt zu werden.
In der Kantenfa¨rbung ist die Klassifizierung von Graphen nach Satz 2.3 von Vizing
in die Klassen Ô und  eine Hauptaufgabe, die, wie in Abschnitt 2.1.2 ausgefu¨hrt,
bisher nur fu¨r einzelne Graphenklassen gelo¨st ist. Die wichtigsten dieser Ergebnis-
se sind in Abschnitt 2.1.2 na¨her erla¨utert und in Tabelle 6.1 zusammengefasst.
Graphenklassen Sa¨tze
Kreise 2.4
Vollsta¨ndige Graphen 2.5
= -regula¨re Graphen, Ausnahme: bru¨ckenlose
Graphen gerader Ordnung 	 mit = _ 	 ç 
2.6, 2.8 und
Bemerkung 2.3
Bipartite Graphen 2.10
Vollsta¨ndig = -partite Graphen 2.11
Zirkulante Graphen 2.12
Planare  -regula¨re bzw. planare Graphen mit
46Ü
 bzw. mit 4 
 und Ordnung 	 5 Ô 7
Korollare 2.2 und
3.3; 2.14
Planare Graphen mit großem Maximalgrad und
großer Taillenweite
2.15
Outerplanare Graphen 2.16
Tabelle 6.1: Graphen / mit bekannten )* -0/21 .
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Im Zusammenhang mit der Kantenfa¨rbung planarer Graphen ist neben der Ver-
mutung 2.2, dass alle planaren Graphen mit Maximalgrad 4 
  zur Klasse Ô
geho¨ren, vor allem die Weak Critical Graph Conjecture (Vermutung 3.1) von In-
teresse, die besagt, dass alle planaren kritischen Graphen ungerade Knotenzahl
besitzen. Wie in Kapitel 3 erwa¨hnt, ist diese Vermutung bisher fu¨r Graphen mit
	
5
Ô
7 Knoten besta¨tigt (Satz 3.2); im gleichen Kapitel werden alle planaren kri-
tischen Graphen mit bis zu Ô. Knoten konstruiert und dargestellt. Folgende noch
weiterfu¨hrende Vermutung stammt von Hoffman, Mitchem und Schmeichel [66].
Vermutung 6.1 Ein planarer Graph / mit Maximalgrad 4 geho¨rt genau dann
zur Klasse Ô , wenn er keinen 4 -u¨berfu¨llten Teilgraph entha¨lt.
Da aus der Richtigkeit dieser Vermutung sowohl die Kantenfa¨rbungsversion des
Vierfarbensatzes (Satz 2.13) als auch eine Besta¨tigung der beiden oben genann-
ten Vermutungen 2.2 und 3.1 folgen wu¨rde (siehe [66]), du¨rfte ein Beweis sehr
schwierig sein. Vielleicht la¨sst sie sich jedoch in Zukunft fu¨r Graphen mit kleinem
Maximalgrad besta¨tigen.
Die wichtigste Vermutung bezu¨glich der Totalfa¨rbung ist die vieluntersuchte to-
talchromatische Vermutung 2.3, die besagt, dass jeder Graph / mit Maximalgrad
4 eine - 4 B  1 -Totalfa¨rbung besitzt. In Abschnitt 2.2.2 wurden die wichtigsten
Graphenklassen genannt, fu¨r die diese Vermutung bereits bewiesen ist, obwohl ih-
re totalchromatische Zahl bisher nicht allgemein bestimmt werden konnte. Diese
sind in Tabelle 6.2 zusammengefasst.
Graphenklassen Sa¨tze
Graphen mit 4 5  2.20
Graphen der Ordnung 	 mit 46Ü 	 ç  2.21
Bipartite Graphen 2.23
Vollsta¨ndig = -partite Graphen 2.24
Planare Graphen mit 4 
 oder mit Ordnung
	
5
Ô
7
2.25
Tabelle 6.2: Graphen / mit )+* * -0/û1 5ô4 -0/21 B  .
Es ist sicherlich eine interessante Aufgabe, die Richtigkeit der totalchromatischen
Vermutung fu¨r weitere Graphenklassen oder -teilklassen zu beweisen. Zusa¨tzlich
wird man versuchen, fu¨r mo¨glichst viele Graphen einen exakten Wert fu¨r die to-
talchromatische Zahl zu ermitteln. Tabelle 6.3 gibt eine ¨Ubersicht u¨ber die in Ab-
schnitt 2.2.3 angegebenen wichtigsten Graphenklassen, fu¨r die dieser Wert bereits
bestimmt ist.
Die totalchromatische Zahl zirkulanter Graphen / mit Maximalgrad 4ó-0/21 
 
wird in Abschnitt 2.2.3 bestimmt. Neben diesen Graphen sind unter den zirku-
lanten Graphen noch weitere Graphenklassen, fu¨r die die totalchromatische Zahl
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Graphenklassen Sa¨tze
Wege und Kreise 2.27 und 2.28
Vollsta¨ndige Graphen 2.29
Graphen der Ordnung 	 mit 4 
 	 ç  2.31 und 2.32
-
	
ç

1 -regula¨re Graphen 2.33 und 2.34
Vollsta¨ndig = -partite Graphen, Ausnahme:
nicht-balancierte = -partite Graphen gerader
Ordnung mit = Ü 
2.35, 2.38, 2.39
und 2.40
Zirkulante Graphen mit Maximalgrad  2.44
Planare Graphen mit 46Ü ÔﬂÔ 2.48
Planare Graphen mit großem Maximalgrad und
großer Taillenweite
2.49
Outerplanare Graphen 2.50
Tabelle 6.3: Graphen / mit bekanntem )* * -0/û1 .
bereits bekannt ist: Zirkulante Graphen mit Maximalgrad  sind isomorph zu Krei-
sen, wa¨hrend zirkulante Graphen der Ordnung 	 und mit Maximalgrad 	 ç Ô gerade
den vollsta¨ndigen Graphen entsprechen. Aufgrund ihrer hohen Symmetrie bilden
die zirkulanten Graphen eine Graphenklasse, fu¨r die es realistisch erscheint, wei-
tere Teilergebnisse erzielen zu ko¨nnen. Dabei besteht jedoch eine Schwierigkeit
darin, dass es bisher noch kein vernu¨nftiges Isomorphiekriterium gibt: Mit Lemma
2.42 ist zwar eine hinreichende Bedingung angegeben, unter der zwei gegebene
zirkulante Graphen isomorph — in diesem Fall auch ´Ada´m-isomorph genannt —
sind; jedoch ist diese Bedingung im Allgemeinen nicht notwendig. ´Ada´m [1] ver-
mutete
Ô.

, dass die Bedingung fu¨r zirkulante Graphen auch notwenig ist; diese
Vermutung wurde Ô.   jedoch von Elspas und Turner [39] widerlegt, die zeigten,
dass

Ý	 
-
Ô
ã

ãÛ
1 und

Ý	 
-

ã

ã

1 isomorph, aber nicht ´Ada´m-isomorph sind. In-
zwischen sind weitere Gegenbeispiele zu ´Ada´ms Vermutung bekannt. Bestimmte
zirkulante Graphen sind jedoch tatsa¨chlich genau dann isomorph, wenn sie ´Ada´m-
isomorph sind: Wie in einem ¨Ubersichtsartikel von Alspach und Sutcliffe [3] nach-
zulesen ist, gilt dies zum Beispiel fu¨r zirkulante Graphen / der Ordnung 	 , wenn
	 eine Primzahl oder das Produkt zweier Primzahlen ist, sowie fu¨r alle zirkulan-
ten Graphen mit Maximalgrad  . Boesch und Tindel [14] vermuten zudem, dass
auch zirkulante Graphen / mit 4 -0/21 
 7 genau dann isomorph sind, wenn sie
´Ada´m-isomorph sind. Diese Vermutung ist bisher unbewiesen.
In Kapitel 4 werden zwei verallgemeinerte Fa¨rbungen neu eingefu¨hrt, na¨mlich die
Kreiskanten- und Kreistotalfa¨rbung. Die in dieser Arbeit untersuchten Graphen-
klassen, fu¨r die die Werte von )*
,
-0/21 beziehungsweise )* *
,
-0/21 in den Abschnitten
4.1.2 und 4.2.2 ermittelt wurden, sind in Tabelle 6.4 zusammengefasst.
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Kreiskantenfa¨rbung Kreistotalfa¨rbung
Klasse- Ô -Graphen (Korollar 4.1) Typ- Ô -Graphen (Satz 4.9)
Kreise (Satz 4.4) Kreise (Satz 4.11)
Vollsta¨ndige Graphen (Satz 4.5) Vollsta¨ndige Graphen (Satz 4.12)
Petersen-Graph (Satz 4.6) Vollsta¨ndig = -partite Graphen, Aus-
nahme: nicht-balancierte = -partite
Graphen gerader Ordnung mit = Ü 
(Satz 4.13)
Klasse-  -Graphen der Ordnung 	 5 
(Abbildungen 4.4 bis 4.6)
Typ-  -Graphen der Ordnung 	 5 
(Abbildungen 4.14 und 4.15)
Kantenfa¨rbungskritische Graphen der
Ordnung 	 Ü  mit Gradfolge ÞÝ àßáâÝ
(obere Schranke, Satz 4.7)

-regula¨re zirkulante Graphen (obere
Schranke, Satz 4.14)
Tabelle 6.4: Graphen / mit bekanntem )
* ,
-0/21 bzw. )
* *,
-0/21
(letzte Zeile jeweils obere Schranke).
Mo¨glicherweise lassen sich weitere Ergebnisse zur Kreiskanten- und Kreistotal-
fa¨rbung spezieller Graphenklassen mit modifizierten Ansa¨tzen erzielen. Besonders
vielversprechend scheinen hier weiterhin die kritischen Graphen zu sein: Da man
einen kritischen Graph (sowohl in der Kanten- als auch in der Totalfa¨rbung) im-
mer so fa¨rben kann, dass eine Farbe existiert, die nur an einem einzigen Element
beno¨tigt wird, liegt die Vermutung nahe, dass das Anwenden von Kreisfa¨rbung ein
besseres Ergebnis als die entsprechende Fa¨rbung liefert. Bezu¨glich Knotenfa¨rbung
hat sich diese Idee in gewisser Weise besta¨tigt: Nennt man einen Graph / kritisch
in Bezug auf Knotenfa¨rbung, wenn fu¨r jeden Knoten   ù -0/21 die Ungleichung
) -0/3ç  1
_
)<-0/21 gilt, so zeigte Guichard [50], dass jeder kritische Graph / der
Knotenfa¨rbung mit Taillenweite  Ü )<-0/21 B Ô eine -)% ã'& 1 -Kreisknotenfa¨rbung
mit %  & _ )<-0/21 besitzt. Fu¨r die in den Abschnitten 4.1.3 und 4.2.3 betrachte-
ten kritischen Graphen mit bis zu  Knoten gilt ebenfalls )+*,à-0/û1 _ )*0-0/21 fu¨r
alle kantenfa¨rbungskritischen Graphen / mit Taillenweite  Ü ) * -0/21 B Ô und
analog )* *, -0/21 _ )+* * -0/û1 fu¨r alle totalfa¨rbungskritischen Graphen / mit  -0/21 Ü
)
* *
-0/21
B
Ô
. Da die Taillenweite dieser Graphen jedoch nur im Fall der ungeraden
Kreise gro¨ßer als der chromatische Index beziehungsweise die totalchromatische
Zahl ist, lassen sich hieraus noch keine allgemeinen Schlu¨sse ziehen.
Die Listenfa¨rbung, vor allem die Listentotalfa¨rbung von Graphen, ist noch ein
verha¨ltnisma¨ßig junges Thema der Fa¨rbungstheorie von Graphen; daher sind in
diesem Gebiet noch viele Fragen offen. Die beiden großen Vermutungen der Lis-
tenkanten- und Listentotalfa¨rbung — die listenkantenchromatische Vermutung 5.1
und die listentotalchromatische Vermutung 5.4 — sind bisher nur fu¨r wenige Gra-
phenklassen besta¨tigt worden; die in den Abschnitten 5.1.2 und 5.2.2 aufgefu¨hrten
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Graphen / , fu¨r die die exakten Werte fu¨r z{ * -0/û1 beziehungsweise z|{ * * -0/21 schon
bekannt sind, werden in Tabelle 6.5 zusammengefasst.
Listenkantenfa¨rbung Listentotalfa¨rbung
Wege und Kreise (trivial) Wege und Kreise (Satz 5.30)
Bipartite Graphen (Satz 5.6) Balancierte bipartite Graphen
(Satz 5.31)
Planare Graphen mit 4 Ü Ô.
(Satz 5.7)
Planare Graphen mit 4 Ü Ô.
(Satz 5.32)
Planare Graphen mit großem
Maximalgrad und großer Tail-
lenweite (Satz 5.8)
Planare Graphen mit großem
Maximalgrad und großer Tail-
lenweite (Satz 5.33)
Outerplanare Graphen (Korol-
lar 5.2)
Outerplanare Graphen
(Satz 5.34)
Planare regula¨re Klasse- Ô -
Graphen (Satz 5.13)
Klasse-  -Graphen mit 4 
 
(Korollar 5.1)
Vollsta¨ndige Graphen ungerader
Ordnung (Satz 5.5)
Tabelle 6.5: Graphen / mit bekanntem z|{ * -0/û1 bzw. z|{ * * -0/21 .
Vielversprechend fu¨r weitere Ergebnisse zur Listenfa¨rbung sind zum Beispiel die
zirkulanten Graphen mit Maximalgrad  , deren chromatischer Index und totalchro-
matische Zahl in Kapitel 2 angegeben sind beziehungsweise dort bestimmt wurden.
Nach Satz 2.43 sind unter den zirkulanten Graphen

æ
u
-A~
ã
p+1 mit JKJMLû-A~ ã p+1 
 
und p 
 Ł  ã ~ 
 %  zwei Fa¨lle zu unterscheiden: Ist % ungerade, so ist der Graph
isomorph zu

æ
u
-
Ô
ã
p+1 ; fu¨r gerade % ist er isomorph zu

æ
u
-

ã
p+1 . Da

æ
u
-

ã
p+1 ein
planarer regula¨rer Klasse- Ô -Graph ist, ist die listenkantenchromatische Vermutung
mit Satz 5.13 in diesem Fall schon bewiesen; somit gilt z{ * -

æ


-)%

ã
Ł

1×1


 fu¨r
gerade % . Ist % ungerade und Ł ebenfalls ungerade, so ist der Graph

æ


-)%

ã
Ł

1
bipartit und hat daher nach Satz 5.6 ebenfalls listenchromatischen Index  . Es
mu¨ssen also nur noch Graphen untersucht werden, fu¨r die % ungerade und Ł gera-
de ist; hier scheint ein induktiver Ansatz vielversprechend. Erste Versuche in dieser
Richtung blieben jedoch bisher erfolglos.
Die Konzepte der speziellen Listenfa¨rbung, die in den Abschnitten 5.1.3 und 5.1.4
von Knoten- auf Kantenfa¨rbung u¨bertragen wurden, lassen sich in a¨hnlicher Wei-
se auch in der Totalfa¨rbung anwenden. So kann man die -A~ ã| 1 -Totalfa¨rbung eines
Graphen / definieren als Listentotalfa¨rbung von / , bei der fu¨r die Elemente von
/ jeweils  -elementige Teilmengen der ihnen zugeordneten ~ -elementigen Listen
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so ausgewa¨hlt werden mu¨ssen, dass die Mengen benachbarter Elemente sich paar-
weise nicht u¨berschneiden. Definiert man die Choice Total Ratio z|{ * * -0/21 als In-
fimum u¨ber alle Bru¨che ~   , so dass ein Graph / eine -A~ ã| 1 -Listentotalfa¨rbung
besitzt, so lassen sich die meisten in Abschnitt 5.1.3 ermittelten Eigenschaften der
Choice Edge Ratio u¨bertragen. Die Bestimmung der Choice Total Ratio fu¨r Typ-  -
Graphen / ist bisher jedoch noch nicht gelungen; selbst fu¨r Kreise  ß mit 	 w Ô
oder  (modulo  ), die nach dem Graph  æ die Typ-  -Graphen mit kleinstem Ma-
ximalgrad darstellen, konnte die Choice Total Ratio bisher nicht bestimmt werden.
Diese Aufgabe entspra¨che der Bestimmung der Choice Ratio fu¨r zirkulante Gra-
phen

ß
-
Ô
ã

1 und ist somit nicht analog der -A~ ã| 1 -Listenkantenfa¨rbung ungerader
Kreise zu lo¨sen.
Neben der -A~ ã| 1 - und der -A~ ã| ã =1 -Listenfa¨rbung gibt es noch weitere Spezialfor-
men der Listenknotenfa¨rbung, deren ¨Ubertragung auf Kanten- und Totalfa¨rbung
bisher nicht untersucht wurde. Als Beispiele seien hier die partielle Listenfa¨rbung
und die Fortfu¨hrbarkeit von Vorfa¨rbungen genannt.
Es sei / ein Graph mit listenchromatischer Zahl z|{-0/û1 . Fu¨r eine partielle Lis-
tenfa¨rbung von / wird den Knoten von / eine Familie y W von Listen der La¨nge
T 5z{-0/21 zugeordnet. Da eine vollsta¨ndige Knotenfa¨rbung aus den zugeordneten
Listen fu¨r T _ z|{ -0/21 nicht mo¨glich ist, wird nun nach der maximalen Anzahl von
Knoten gefragt, die aus diesen Listen knotengefa¨rbt werden ko¨nnen. Dazu definiert
man den Fa¨rbungsparameter í W -0/21 , der u¨ber alle Familien
y
W von Listen der La¨nge
T die maximale Anzahl von Knoten  
ù
-0/21 , die aus y
W
fa¨rbbar sind, minimiert.
Albertson, Grossman und Haas [2] stellten die Vermutung auf, dass í
W
-0/û1 Ü
øúù
-0/21
ø|î
T

z{+-0/21 gilt. Mit Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie konnte Chap-
pel [26] zeigen, dass sich immer mehr als    der vermuteten Anzahl von Knoten
fa¨rben lassen. Der Beweis scheint sich analog auf die entsprechende Fragestellung
bezu¨glich Listenkantenfa¨rbung u¨bertragen zu lassen.
Bei der Fortfu¨hrbarkeit von Listenvorfa¨rbungen eines Graphen / ist eine Teilmen-
ge
ù
* der Knotenmenge
ù
-0/21 bereits mit Farben aus den % -elementigen Listen,
die den Knoten zugeordnet sind, vorgefa¨rbt. Es wird gefragt, ob der Graph aus den
Listen so listenknotenfa¨rbbar ist, dass jeder Knoten aus ù * die bereits vorgewa¨hlte
Farbe erha¨lt.
Voigt [103] untersuchte die Fortfu¨hrbarkeit von Listenvorfa¨rbungen in dem Fall,
dass
øúù
*
ø


Ô gilt. Ein Graph / wird frei- % -listenknotenfa¨rbbar genannt, wenn jede
Vorfa¨rbung eines beliebigen Knotens  aus der zugeordneten % -elementigen Liste
y
- 1 zu einer % -Listenknotenfa¨rbung fortgefu¨hrt werden kann. In [103] wird ge-
zeigt, dass ein zusammenha¨ngender Graph / genau dann frei-  -listenknotenfa¨rb-
bar ist, wenn er ein Baum ist. Zudem wird bewiesen, dass jeder planare Graph ge-
nau dann  -listenknotenfa¨rbbar ist, wenn er frei-  -listenknotenfa¨rbbar ist; da Tho-
massens Beweis der  -Listenknotenfa¨rbbarkeit aller planaren Graphen (Satz 5.3)
jedoch ebenfalls Vorfa¨rbungen benutzt, wird dieses Ergebnis hierfu¨r nicht mehr
beno¨tigt. Die in [103] verwendeten Ideen ko¨nnten jedoch auch fu¨r Untersuchun-
gen weiterer Graphenklassen anwendbar sein.
116
6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK
Die ¨Ubertragung partieller Listenfa¨rbung sowie der Fortfu¨hrbarkeit von Listen-
vorfa¨rbungen, aber auch anderer Konzepte der Listenfa¨rbungen mit lokalen Bedin-
gungen auf Kanten- und Totalfa¨rbung liefert sicherlich weitere interessante Aspek-
te der Graphenfa¨rbung.
Die großen Vermutungen der Kanten- und Totalfa¨rbung sowie der Listenkanten-
und Listentotalfa¨rbung ko¨nnen in absehbarer Zeit mit den bisherigen Methoden
voraussichtlich nicht allgemein bewiesen oder widerlegt werden. Jedoch gelingt
es mitunter, durch unterschiedliche Ansa¨tze fu¨r einzelne spezielle Graphenklas-
sen zumindest eine der Vermutungen zu besta¨tigen, was in dieser Arbeit demons-
triert wurde. Dies wird auch in Zukunft sicherlich eine Hauptaufgabe der Gra-
phenfa¨rbung bleiben. Daru¨ber hinaus ergeben sich mit den Definitionen der Kreis-
fa¨rbung, der -A~ ã| 1 - und -A~ ã| ã =1 -Listenfa¨rbung und anderer Spezialformen der Fa¨r-
bung neue Ansa¨tze, deren Betrachtung vielleicht auch Licht auf Fragestellungen
der klassischen Graphenfa¨rbung werfen wird.
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